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幂幂幂级级级数数数



基基基本本本概概概念念念

定定定义义义

形如
∞∑
n=0

an(x − x0)
n (an ∈ R) 的函数项级数称为幂幂幂级级级数数数.

在 Taylor 展开那一节我们已经遇到过这样的级数.例如

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,+∞).

sin x =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
, ∀ x ∈ (−∞,∞).

我们讨论 x0 = 0 的情形, 一般情形作变量代换 t = x − x0 即可.
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收收收敛敛敛半半半径径径及及及基基基本本本性性性质质质



Abel 引引引理理理

引引引理理理 (Abel)

如果幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x = x1 (x1 ̸= 0) 处收敛, 则它在区间 |x | < |x1| 内绝对收敛;

因此, 幂级数在 x = x2 处发散意味着在 |x | > |x2| 上均发散.

Proof.

设
∞∑
n=0

anx
n
1 收敛, 则 lim

n→∞
anx

n
1 = 0. 故存在 M > 0, 使得 |anxn1 | ⩽ M, ∀ n ⩾ 1.这

说明
∞∑
n=0

|anxn| =
∞∑
n=0

|anxn1 |
∣∣∣ x
x1

∣∣∣n ⩽ M
∞∑
n=0

∣∣∣ x
x1

∣∣∣n,
因此当 |x | < |x1| 时,

∞∑
n=0

anx
n 绝对收敛.
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注: 从证明可以看出, 如果
∞∑
n=0

anx
n 在 x = x1 (x1 ̸= 0) 处收敛, 则对任何闭区间

I ⊂ (−|x1|, |x1|),
∞∑
n=0

anx
n 在 I 上都是一致收敛的.
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柯柯柯西西西-阿阿阿达达达玛玛玛定定定理理理

定定定理理理 (Cauchy-Hadamard)

对幂级数
∞∑
n=0

anx
n, 记

ρ = lim
n→∞

n
√
|an|,

则

• ρ = 0 时, 级数在 (−∞,∞) 上绝对收敛;

• ρ = +∞ 时, 级数仅在 x = 0 处收敛;

• 0 < ρ < +∞ 时, 级数在 (−1
ρ ,

1
ρ) 内绝对收敛, 在 [−1

ρ ,
1
ρ ] 之外发散. 此时, 称 1

ρ

为收敛半径.

注: (1) 在 x = ±1
ρ 处级数的收敛性必须视情况具体讨论.(2) 0 < ρ < +∞ 时, 对任意

闭区间 I ⊂ (−ρ−1, ρ−1), 幂级数均在 I 上一致收敛.
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Proof.

因为

lim
n→∞

n
√
|anxn| = ρ|x |,

由数项级数的 Cauchy 判别法, 当 ρ|x | < 1 时, 级数
∞∑
n=0

|anxn| 收敛.

因此,

(1) ρ = 0 时, x 可取任意实数.即级数在 (−∞,∞) 上绝对收敛.

(2) ρ = +∞ 时, x 只能取 0.故级数仅在 x = 0 处收敛.

(3) 0 < ρ < +∞ 时, |x | < 1
ρ , 故级数在 (−1

ρ ,
1
ρ) 内绝对收敛.
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Proof.

(3) 的后半部分使用反证法证明:

设 x1 ̸∈ [−1
ρ ,

1
ρ ],

∞∑
n=0

anx
n 收敛, 则存在 M > 0, 使

得

|anxn1 | ⩽ M, ∀ n ⩾ 1.

从而有

lim
n→∞

n
√
|an| ⩽ lim

n→∞
n
√

M|x1|−n = |x1|−1 < ρ.

这就导出了矛盾!
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例例例子子子



例例例

求几何级数
∞∑
n=0

xn 的收敛半径.

解. 此级数的系数 an = 1, 故 ρ = lim
n→∞

n
√
|an| = 1. 在 x = ±1 处级数显然发散. ❚
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定定定理理理

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径为 R, 则 S(x) =

∞∑
n=0

anx
n 在 (−R,R) 内任意次可微,

且

S (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n − 1) · · · (n − k + 1)anxn−k .

Proof.

以 k = 1 为例.首先, 幂级数
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=1

nanx
n−1 的收敛半径仍为 R, 故它在

闭区间 I ⊂ (−R,R) 上一致收敛.由前面的定理,
∞∑
n=0

anx
n 在 I 上可微, 且

( ∞∑
n=0

anx
n
)′

=
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=1

nanx
n−1.

S(x) 的高阶可微性的证明是完全类似的.
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特别地, S (n)(0) = n!an, 这说明和函数 S(x) 的 Taylor 展开就是该幂级数本身.
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例例例

求
∞∑
n=1

xn

n 之和.

解. ρ = lim
n→∞

n

√
| 1n | = 1,故收敛半径 R = 1

ρ = 1.在 (−1, 1) 内, 有( ∞∑
n=1

xn

n

)′
=

∞∑
n=1

(
xn

n
)′ =

∞∑
n=1

xn−1 = 1 + x + x2 + · · ·+ xn + · · · = 1
1 − x

,

由 Newton-Leibniz 公式, 有
∞∑
n=1

xn

n
=

∫ x

0

1
1 − t

dt = − ln(1 − x), ∀ x ∈ (−1, 1).

注意到上式在 x = −1 处也成立.即

ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1 − 1

2
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
+ · · · .

❚
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定定定理理理 (Abel 连连连续续续性性性定定定理理理)

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径为 R (0 < R < +∞). 如果

∞∑
n=0

anR
n 收敛, 则

lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n ;

如果
∞∑
n=0

an(−R)n 收敛, 则

lim
x→(−R)+

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an(−R)n .
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Proof.

如果
∞∑
n=0

anR
n 收敛, 则考虑

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n

(
x

R

)n

,

在 [0,R] 上,
∣∣∣∣( x

R

)n∣∣∣∣ ⩽ 1, 且
(

x
R

)n

关于 n 单调.由 Abel 判别法知
∞∑
n=0

anx
n 在

[0,R] 上一致收敛, 其和函数 S(x) 在 [0,R] 上连续, 因此,

∞∑
n=0

anR
n = S(R) = lim

x→R−
S(x) = lim

x→R−

∞∑
n=0

anx
n .

关于 −R 的证明完全类似(或考虑 ãn = (−1)nan).
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逐逐逐项项项积积积分分分

定定定理理理 (逐逐逐项项项积积积分分分)

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径 R ̸= 0, 则有

∫ x

0

( ∞∑
n=0

ant
n
)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0
ant

ndt =
∞∑
n=0

an
n + 1

xn+1, ∀ x ∈ (−R,R).

Proof.

不妨设 x > 0, 根据前面的讨论,
∞∑
n=0

ant
n 在 t ∈ [0, x ] 上一致收敛, 因此可以逐项积

分.

注: 如果
∞∑
n=0

anR
n 收敛, 则上面的等式对 x = R 也成立. 对 −R 有类似结果.
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Taylor 展展展开开开与与与幂幂幂级级级数数数



回顾 Taylor 展开.

如果 f 在 x0 处任意次可导, 则 f 有 Taylor 展开

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n ,

然而, 这个幂级数在 x0 以外的点上很可能不收敛, 即使收敛, 其极限也未必就是
f (x).

不过我们有下面两个结果.
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Bernstein 定定定理理理



引引引理理理

设 f 在 [a, b] 上任意阶可导, 且各阶导数非负, 则

0 ⩽ f (n)(x) ⩽
n!M

(b − x)n
, ∀ x ∈ (a, b),

这里 M = f (b)− f (a).

Proof.

由 f ′, f ′′ ⩾ 0 知 f , f ′ 为单调递增函数.任给 x ∈ (a, b), 由微分中值定理, 存在
ξ ∈ (x , b), 使得

M = f (b)− f (a) ⩾ f (b)− f (x) = (b − x)f ′(ξ) ⩾ (b − x)f ′(x).

同理,

M ⩾ f (b)− f (x) = f ′(x)(b − x) +
1
2
f ′′(ξ)(b − x)2 ⩾

1
2
f ′′(x)(b − x)2.

17
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续续续

Proof.

这里 f 在点 x 处展开.

f (b)− f (x) = f ′(x)(b − x) +
1
2
f ′′(ξ)(b − x)2

依次类推, 我们得到如下估计:

0 ⩽ f (n)(x) ⩽
n!M

(b − x)n
, ∀ x ∈ (a, b).
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Bernstein 定定定理理理

定定定理理理 (Bernstein 定定定理理理)

设 f 在 [a, b] 上任意阶可导, 且各阶导数非负. 则当 x , x0 ∈ (a, b), 且
|x − x0| < b − x0 时,

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n .

Proof.
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例例例子子子

函数 f (x) = ex 在 (−∞,∞) 上的各阶导数均大于零, 按照 Bernstein 定理, 我们立即
得到等式

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,∞).

20



函函函数数数在在在某某某点点点的的的 Taylor 展展展开开开收收收敛敛敛于于于自自自
身身身



定定定理理理

设 R > 0, f 在 (x0 − R, x0 + R) 内无限次可导. 如果存在 M > 0, 使得

|f (n)(x)| ⩽ Mn, ∀ x ∈ (x0 − R, x0 + R), ∀ n ⩾ 1.

则

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n, ∀ x ∈ (x0 − R, x0 + R).

Proof.

当 x ∈ (x0 − R, x0 + R) 时, 由 Taylor 公式的 Lagrange 余项表示, 我们有∣∣∣∣f (x)− n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k

∣∣∣∣ = |Rn(x)| =
∣∣∣∣ f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1
∣∣∣∣

⩽
Mn+1Rn+1

(n + 1)!
→ 0 (n → ∞).
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因此

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n.

这说明 f 在 x0 处的 Taylor 展开的确收敛于 f 自身.
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因此

f (x) =
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例例例

考虑幂级数
∑∞

n=0
(
α
n

)
xn, 其中 α ∈ R \ Z,

an =

(
α

n

)
=

α(α− 1) · · · (α− n + 1)
n!

. (广义组合数)

由于 ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α− n

n + 1

∣∣∣∣ → 1, n
√
|an| → 1 (n → ∞),

故此幂级数的收敛半径为 1.

23



幂幂幂级级级数数数的的的乘乘乘法法法和和和除除除法法法运运运算算算



定定定理理理

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 和

∞∑
n=0

bnx
n 在区间 (−R,R) 内均收敛, 则

( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

( ∑
i+j=n

aibj

)
xn, ∀ x ∈ (−R,R).

Proof.

只要证明对任意区间 I ⊂ (−R,R) 等式成立即可.在闭区间 I 上, 幂级数
∞∑
n=0

anx
n

和
∞∑
n=0

bnx
n 都是绝对一致收敛的,因此, 根据数项级数乘积的 Cauchy 定理, 有

( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

∑
i+j=n

(aix
i )(ajx

j) =
∞∑
n=0

( ∑
i+j=n

aibj

)
xn .

这就证明了幂级数的乘法公式.
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定定定理理理

设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 (−R,R) (R > 0) 内收敛, a0 ̸= 0. 则存在 r > 0, 使得幂级数

∞∑
n=0

bnx
n 在 (−r , r) 内收敛, 且

( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
≡ 1, ∀ x ∈ (−r , r),

或写为
1

a0 + a1x + · · ·+ anxn + · · ·
= b0 + b1x + · · ·+ bnx

n + · · · .

Proof.

不妨设 a0 = 1.我们递归定义 bn 如下:令 b0 = 1, 当 b0, b1, . . . , bn−1 已定义好后, 令

bn = −
n−1∑
i=0

an−ibi , n ⩾ 1.
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Proof.

我们来说明幂级数
∞∑
n=0

bnx
n 具有正的收敛半径.

事实上, 因为
∞∑
n=0

anx
n 在 (−R,R)

内收敛, 故存在 M > 0, 使得∣∣∣∣an(R2 )n
∣∣∣∣ ⩽ M, ∀ n ⩾ 0.

因此有 ∣∣∣∣bn · (R2 )n
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− n−1∑

i=0

an−i

(R
2

)n−i
· bi

(R
2

)i
∣∣∣∣

⩽
n−1∑
i=0

∣∣∣∣an−i

(R
2

)n−i
∣∣∣∣∣∣∣∣bi(R2 )i

∣∣∣∣
⩽ M

n−1∑
i=0

∣∣∣∣bi(R2 )i
∣∣∣∣,
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Proof.

由此利用归纳法不难得到下面的估计:∣∣∣∣bn(R2 )n
∣∣∣∣ ⩽ (1 +M)n, n ⩾ 0. (*)

这说明, 幂级数
∞∑
n=0

bnx
n 的收敛半径至少为 r =

R

2(1 +M)
.

事实上, 由(*)式,

n

√∣∣∣∣bn(R2 )n
∣∣∣∣ ⩽ 1 +M ⇒ n

√
|bn| ⩽

2(1 +M)

R

因此,

ρ = lim
n→∞

n
√

|bn| ⩽
2(1 +M)

R
⇒ r =

1
ρ
⩾

R

2(1 +M)
.
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Proof.

由幂级数的乘法, ( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

cnx
n,

这里

cn =
∑
i+j=n

aibj = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0, n ⩾ 0.

其中 c0 = a0b0 = 1, 注意我们假设了 a0 = 1, 而 b0 = 1.当 n ⩾ 1 时

cn = bn + (a1bn−1 + · · ·+ anb0) = 0,

这是根据 {bn} 的构造所得.因此( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
= 1.

这就证明了定理.
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这是根据 {bn} 的构造所得.

因此( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
= 1.

这就证明了定理.
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(*) 式式式的的的证证证明明明

Proof. ∣∣∣∣b0(
R

2

)0
∣∣∣∣ = |b0| = 1,

∣∣∣∣b1(
R

2

)1
∣∣∣∣ ⩽ M|b0| = M < (1 +M)1,

∣∣∣∣b2(
R

2

)2
∣∣∣∣ ⩽ M

(
|b0|+

∣∣∣∣b1(
R

2

)1
∣∣∣∣) ⩽ M(1 + (1 +M)) = M(M + 2) < (1 +M)2.

故对于 k = 0, 1, 2, . . . , n, 假设下面的不等式成立∣∣∣∣bk(R2 )k
∣∣∣∣ ⩽ (1 +M)k .
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(*) 式式式的的的证证证明明明

Proof.

当 k = n + 1 时,∣∣∣∣bn+1(
R

2

)n+1
∣∣∣∣ ⩽ M

n∑
k=0

∣∣∣∣bk(R2 )k
∣∣∣∣ ⩽ M

(
1 + (1 +M) + (1 +M)2 + · · ·+ (1 +M)n

)
= M · 1 − (1 +M)n+1

1 − (1 +M)
= (1 +M)n+1 − 1 < (1 +M)n+1

因此, 对于任意非负整数 n, 都有∣∣∣∣bn(R2 )n
∣∣∣∣ ⩽ (1 +M)n .
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Bernoulli 数数数

考虑函数
x

ex − 1
的幂级数展开:

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn,

其系数 Bn 称为第 n 个 Bernoulli 数数数.

我们有

x

ex − 1
=

(
ex − 1

x

)−1

=

[ ∞∑
n=0

xn

(n + 1)!

]−1

= 1 − x

2
+

x2

12
− x4

720
+

x6

30240
− x8

1209600
+ · · · ,
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Euler 数数数

考虑函数
2ex

e2x + 1
的展开式

2ex

e2x + 1
=

∞∑
n=0

En

n!
xn,

其系数 En 称为 Euler 数数数.
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母母母函函函数数数方方方法法法



设 {an} 为一列实数, 我们将形式幂级数

∞∑
n=0

anx
n

(
有时是

∞∑
n=0

an
n!

xn
)

称为 {an} 的生生生成成成函函函数数数或母母母函函函数数数.

33



欢欢欢迎迎迎访访访问问问 atzjg.net


	幂级数
	收敛半径及基本性质
	例子
	Taylor 展开与幂级数
	Bernstein 定理
	函数在某点的 Taylor 展开收敛于自身
	幂级数的乘法和除法运算
	Bernoulli 数
	Euler 数

	母函数方法

