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求求求和和和与与与求求求导导导、、、积积积分分分的的的可可可交交交换换换性性性



给定收敛的函数项级数
∞∑
n=1

fn(x) = f (x), 我们关心的问题是能能能否否否逐逐逐项项项求求求积积积分分分以及逐逐逐

项项项求求求导导导, 这也依赖于一致收敛性.
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逐逐逐项项项积积积分分分



定定定理理理

(1) 设 {gn} 在 [a, b] 上一致收敛于 g . 如果 gn 均为 Riemann 可积函数, 则 g 也是

Riemann 可积函数, 且

lim
n→∞

∫ b

a
gn(x)dx =

∫ b

a
lim
n→∞

gn(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx .

(2) 设
∞∑
n=1

fn(x) 在 [a, b] 上一致收敛于 f . 如果 fn 均为 Riemann 可积函数, 则 f 也

是 Riemann 可积函数, 且

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x)dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =

∫ b

a
f (x)dx .

只要证明 (1)即可.
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Sn(x) =
n∑

k=1
fk(x),

Sn(x) ⇒ f (x).由于每个 fk 是 Riemann 可积函数, 故 Sn 也是

Riemann 可积函数,由 (1)知 f 也是 Riemann 可积的, 并且

lim
n→∞

∫ b

a
Sn(x)dx =

∫ b

a
lim
n→∞

Sn(x)dx =

∫ b

a
f (x)dx .

而

lim
n→∞

∫ b

a
Sn(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a

( n∑
k=1

fk(x)
)
dx = lim

n→∞

n∑
k=1

∫ b

a
fk(x)dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x)dx
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Proof.

先证 g 的可积性.

由于 gn ⇒ g , 故任给 ε > 0, 存在 N = N(ε), 使得 n ⩾ N 时,

|gn(x)− g(x)| ⩽ ε

4(b − a)
, ∀ x ∈ [a, b].

因为 gN 是黎曼可积函数, 故存在 [a, b] 的分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b, 使得

n∑
i=1

ωi (gN)∆xi <
ε

2
.

对于分割 π 的每一个小区间 Ii := [xi−1, xi ], 有

|ωi (gN)− ωi (g)| =
∣∣∣(sup

x∈Ii
gN(x)− inf

x∈Ii
gN(x)

)
−
(
sup
x∈Ii

g(x)− inf
x∈Ii

g(x)
)∣∣∣

⩽
∣∣∣sup
x∈Ii

gN(x)− sup
x∈Ii

g(x)
∣∣∣+ ∣∣∣ inf

x∈Ii
gN(x)− inf

x∈Ii
g(x)

∣∣∣
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Proof.

故

ωi (g) ⩽ ωi (gN) +
ε

2(b − a)
,

因此,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi ⩽
n∑

i=1

ωi (gN)∆xi +
n∑

i=1

ε

2(b − a)
∆xi

⩽
ε

2
+

ε

2(b − a)
(b − a)

=
ε

2
+

ε

2
= ε,

由黎曼可积函数的充要条件即知 g 是 [a, b] 上的黎曼可积函数.
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Proof.

现在, 当 n ⩾ N 时, 我们有估计∣∣∣∣∫ b

a
gn(x)dx −

∫ b

a
g(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a
(gn(x)− g(x))dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a
|gn(x)− g(x)|dx ⩽

ε

4
,

这说明

lim
n→∞

∫ b

a
gn(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx .
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注: (i) 这个定理说的是极限或求和与积分运算次序的可交换性.

一般的, 定理中的一致收敛的条件是不能去掉的.但对于一致有界的函数列, 有如下
的控控控制制制收收收敛敛敛定定定理理理:

定定定理理理

设 gn(x), g(x) 均为 [a, b] 上的黎曼可积函数, lim
n→∞

gn(x) = g(x). 如果存在常数 M,

使得

|gn(x)| ⩽ M, ∀ x ∈ [a, b], n ⩾ 1.

则有

lim
n→∞

∫ b

a
gn(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx .
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(ii) 从定理的证明还可以看出, (2) 中函数项级数还满足下面的一致收敛性:

∞∑
n=1

∫ x

a
fn(t)dt ⇒

∫ x

a
f (t)dt.

10



逐逐逐项项项求求求导导导



定定定理理理

设 {fn(x)} 在 [a, b] 上连续可微, 且

• (1)
∞∑
n=1

fn(a) 收敛;

• (2)
∞∑
n=1

f ′n(x) 一致收敛于 g(x);

则
∞∑
n=1

fn(x) 在 [a, b] 上一致收敛, 其和函数可导, 且

( ∞∑
n=1

fn(x)
)′

=
∞∑
n=1

f ′n(x) = g(x).
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Proof.

由微积分基本公式,

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a
f ′n(t)dt.

由条件 (2) 和上面的注记(ii),

∞∑
n=1

∫ x

a
f ′n(t)dt ⇒

∫ x

a
g(t)dt.

再由条件 (1) 即知
∞∑
n=1

fn(x) ⇒
∞∑
n=1

fn(a) +

∫ x

a
g(t)dt.

即
∞∑
n=1

fn(x) 在 [a, b] 上一致收敛, 其和函数可导, 且导数为 g(x).
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注: 条件 (1) 中点 a 可换成 [a, b] 中任何一点, 并且连续可微的条件可以适当减弱,
见下面的定理.

定定定理理理

设 {fn(x)} 为 [a, b] 上一列可微函数, c ∈ [a, b]. 如果 {fn(c)} 收敛, f ′n(x) 一致收敛
到 g(x), 则 fn(x) 一致收敛于可微函数 f (x), 且 f ′(x) = g(x).

Proof.

令 hnm(x) = fn(x)− fm(x), hmn 是 [a, b] 上的可微函数, 由微分中值定理, 存在
ξ ∈ (x , c) 或 (c , x), 使得

hnm(x)− hnm(c) = h′nm(ξ)(x − c).
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Proof.

由条件 f ′n ⇒ g , 故任给 ε > 0, 存在 N = N(ε), 当 n,m > N 时,
|f ′n(x)− f ′m(x)| < ε.

因此

|Fn(x)− Fm(x)| = |f ′n(ξ)− f ′m(ξ)| · |x − c | < (b − a)ε,

这说明 {Fn} 即 {fn − fn(c)} 一致收敛, 从而 {fn} 一致收敛到某个函数 f .

下面说明 f 可导.为此, 任取 x0 ∈ [a, b], 令

gn(x) =


fn(x)− fn(x0)

x − x0
, x ̸= x0,

f ′n(x0), x = x0.

由 fn 可导知 gn 为 [a, b] 上的连续函数.类似于刚才的论证, 由微分中值定理, 当
x ̸= x0 时, 存在 ξ ∈ (x , x0) 或 (x0, x), 使得

|gm(x)− gn(x)| =
∣∣∣∣ fm(x)− fm(x0)

x − x0
− fn(x)− fn(x0)

x − x0

∣∣∣∣ = |f ′m(ξ)− f ′n(ξ)|,

14
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Proof.

当 x = x0 时,
|gm(x0)− gn(x0)| = |f ′m(x0)− f ′n(x0)|.

由于 f ′n ⇒ g , 故任给 ε > 0, 存在 N = N(ε), 当 m, n > N 时, |f ′m(x)− f ′n(x)| < ε.即
有

|gm(x)− gn(x)| < ε, ∀ x ∈ [a, b].

这说明 {gn} 一致收敛, 其极限为

g̃(x) =


f (x)− f (x0)

x − x0
, x ̸= x0,

g(x0), x = x0.

由前面关于一致收敛的定理知 g̃ 是连续函数.特别地, f 在 x0 处可导且导数为

g(x0).
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推推推论论论

设 {fn} 为 [a, b] 中一列可导函数, c ∈ [a, b]. 如果
∞∑
n=1

fn(c) 收敛,
∞∑
n=1

f ′n(x) 一致收

敛, 则
∞∑
n=1

fn(x) 一致收敛, 其和函数可导, 且

( ∞∑
n=1

fn(c)

)′
=

∞∑
n=1

fn(c)f
′
n(x).

Proof.

对级数的部分和应用上面的定理即可.
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应应应用用用



例例例

证明:
1

sin2 x
=

∑
k∈Z

1
(x + kπ)2

, ∀ x ̸= kπ. 该级数在任何不包含 {kπ} 的闭区间上都

是一致收敛的. 该级数也可改写为

1
sin2 x

=
1
x2 +

∞∑
n=1

[ 1
(x + nπ)2

+
1

(x − nπ)2

]
, x ̸= kπ.

特别地, 令 x → 0, 得

1
3
= lim

x→0

( 1
sin2 x

− 1
x2

)
= 2

∞∑
n=1

1
(nπ)2

,

由此推出

ζ(2) =
∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.
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