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有有有理理理函函函数数数的的的积积积分分分



有有有理理理函函函数数数

定定定义义义

设 Pn(x), Qm(x) 分别为 n 次和 m 次多项式, 且 Qm(x) ̸= 0.

则形如

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)

的函数称为有有有理理理函函函数数数.

如果 n < m, 则称 R 为真真真分分分式式式.显然, 任何有理函数都可以写成一个多项式和一个真
分式之和.因此, 有理函数的积分只要考虑真分式的情形即可.
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根据实系数多项式的因式分解可以证明, 真分式可以进一步分解为下面两种简单真
分式之和:

A

(x − a)k
, (k ⩾ 1);

Ax + B

(x2 + px + q)k
, (k ⩾ 1, p2 − 4q < 0).
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(1) k = 1:

∫
A

x − a
dx = A ln |x − a|+ C

(2) k > 1: ∫
A

(x − a)k
dx = A

(x − a)1−k

1 − k
+ C ;
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(1) k = 1:

∫
Ax + B

x2 + px + q
dx =

A

2
ln(x2 + px + q) +

2B − Ap√
4q − p2

arctan
2x + p√
4q − p2

+ C

(2) k > 1:∫
Ax + B

(x2 + px + q)k
dx =

A

2
(x2 + px + q)1−k

1 − k
+
(
B − Ap

2

)∫
dt

(t2 + a2)k

其中

t = x +
p

2
, a =

1
2

√
4q − p2.
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∫
Ax + B

x2 + px + q
dx

=

∫ A
2 (2x + p) + (B − Ap

2 )

x2 + px + q
dx

=
A

2

∫
2x + p

x2 + px + q
dx +

(
B − Ap

2

)∫
dx

x2 + px + q

=
A

2

∫
d(x2 + px + q)

x2 + px + q
+
(
B − Ap

2

)∫
dx

(x + p
2 )

2 + (q − p2

4 )

=
A

2
ln(x2 + px + q) +

2B − Ap√
4q − p2

arctan
2x + p√
4q − p2

+ C
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k > 1 时, 求 ∫
Ax + B

(x2 + px + q)k
dx

首先考虑 (x2 + px + q)1−k 的导数,[
(x2 + px + q)1−k

]′
= (1 − k)(x2 + px + q)−k(2x + p),

因此, [A
2
· 1
1 − k

(x2 + px + q)1−k
]′

=
Ax + Ap

2
(x2 + px + q)k

将被积函数作拆分

Ax + B

(x2 + px + q)k
=

Ax + Ap
2

(x2 + px + q)k
+

B − Ap
2

(x2 + px + q)k
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k > 1 时, 求 ∫
Ax + B
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于是∫
Ax + B

(x2 + px + q)k
dx =

∫
Ax + Ap

2
(x2 + px + q)k

dx +

∫
B − Ap

2
(x2 + px + q)k

dx

=
A

2
· 1
1 − k

(x2 + px + q)1−k +
(
B − Ap

2

)∫
1

(x2 + px + q)k
dx

=
A

2
· 1
1 − k

(x2 + px + q)1−k +
(
B − Ap

2

)∫
dt

(t2 + a2)k

其中 t = x + p
2 , a = 1

2

√
4q − p2.
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而

∫
dt

(t2 + a2)k
可用递推的方法计算. 具体可参见问题1448.

命命命题题题

若记 In =

∫
dt

(t2 + a2)n
, 则有递推公式

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

t

(t2 + a2)n
.
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Proof.

显然 I0 = t + C , I1 = 1
a arctan

t
a + C .

当 n ⩾ 1 时,

In =

∫
dt

(t2 + a2)n
=

t

(t2 + a2)n
−
∫

td
1

(t2 + a2)n

=
t

(t2 + a2)n
+ 2n

∫
t2

(t2 + a2)n+1 dt

=
t

(t2 + a2)n
+ 2n

[∫
t2 + a2

(t2 + a2)n+1 dt − a2
∫

1
(t2 + a2)n+1 dt

]
=

t

(t2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

这样就得到了递推公式

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

t

(t2 + a2)n
,

由此可以求出所有的 In.
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例例例子子子



例例例

求不定积分

∫
x3 + 1

x2 − 2x + 3
dx .

解. 利用长除法（或附录中使用Sowya）将
x3 + 1

x2 − 2x + 3
表为一个多项式和一个真

分式之和.
x3 + 1

x2 − 2x + 3
= x + 2 +

(x − 1)− 4
(x − 1)2 + 2

.

因此 ∫
x3 + 1

x2 − 2x + 3
dx =

1
2
x2 + 2x +

∫
(x − 1)− 4
(x − 1)2 + 2

dx

❚
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续续续

解. 其中 ∫
(x − 1)− 4
(x − 1)2 + 2

dx =

∫
(x − 1)

(x − 1)2 + 2
dx − 4

∫
1

(x − 1)2 + 2
dx

=
1
2

∫
d(x − 1)2

(x − 1)2 + 2
− 4 · 1√

2
arctan

x − 1√
2

+ C

=
1
2
ln(x2 − 2x + 3)− 2

√
2 arctan

x − 1√
2

+ C .

因此∫
x3 + 1

x2 − 2x + 3
dx =

1
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1
2
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√
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使使使用用用Sowya作作作多多多项项项式式式的的的长长长除除除法法法



例例例

将
x3 + 1

x2 − 2x + 3
表为一个多项式和一个真分式之和.

>> div(x^3+1,x^2-2x+3)

quotient> q(x) = x+2
remainder> r(x) = x-5

(x^1+2)+(x^1-5)/(x^2-2x^1+3)
------------------------
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欢欢欢迎迎迎访访访问问问 atzjg.net
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