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Taylor 展展展开开开



这一节我们研究用多项式逼近高阶可微函数的问题.
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• 如果 f (x) 在 x0 连续, 则

f (x)− f (x0) = o(1) (x → x0),

即在 x0 附近 f 可用常值函数 f (x0) 逼近.
• 如果 f (x) 在 x0 可微, 则

f (x)− [f (x0) + f ′(x0)(x − x0)] = o(x − x0) (x → x0),

即在 x0 附近 f 可用线性函数 L 逼近, 其中

L(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

• 如果 f (x) 在 x0 二阶可导, 则

f (x)− [f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1
2
f ′′(x0)(x − x0)

2] = o((x − x0)
2) (x → x0),

即在 x0 附近 f 可用二次多项式逼近.
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带带带 Peano 余余余项项项的的的 Taylor 公公公式式式

定定定理理理

设 f 在 x0 处 n 阶可导, 则

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1
2!
f ′′(x0)(x − x0)

2 + · · ·

+
1
n!
f (n)(x0)(x − x0)

n + o((x − x0)
n) (x → x0).

(*)
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Proof.

记

Pn(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1
2!
f ′′(x0)(x − x0)

2 + · · ·+ 1
n!
f (n)(x0)(x − x0)

n,

这是一个 n 次多项式. 记 Rn(x) 或 Rn(f , x) 是 f 和该多项式的差,

Rn(x) = Rn(f , x) = f (x)− Pn(x).

我们要证明

Rn(x) = o((x − x0)
n) (x → x0).

用数学归纳法来证.对 n = 1, 2 的情形已经验证.设 n = k 时 (∗) 成立, 则 n = k + 1
时, f ′(x) 满足归纳假设,
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续续续

Proof.

Rk+1(f , x) = f (x)−
[
f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + · · ·+ 1

(k + 1)!
f (k+1)(x0)(x − x0)

k+1
]

R ′
k+1(f , x) = f ′(x)−

[
f ′(x0) + f ′′(x0)(x − x0) + · · ·+ 1

k!
(f ′)(k)(x0)(x − x0)

k
]

= Rk(f
′, x) = o((x − x0)

k) (x → x0).

由 L’Hôpital 法则可得

lim
x→x0

Rk+1(f , x)

(x − x0)k+1 = lim
x→x0

R ′
k+1(f , x)

(k + 1)(x − x0)k
= 0,

即 (∗) 对 n = k + 1 成立, 定理得证.
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Taylor 展展展开开开的的的余余余项项项

Rn 称为 Taylor 展开的余项.

如果 f 有更好的可微性, 那么我们可以更好地估计余项
的大小.
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Taylor 展展展开开开定定定理理理

定定定理理理 (Taylor)

设 f 在开区间 (a, b) 内有直到 n+ 1 阶导数, x0, x ∈ (a, b), 则存在区间 (x , x0) （或

(x0, x) 内的点 ξ, ζ, 使得 Taylor 展开的余项可表示为

Rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1, (Lagrange 余项)

以及

Rn(x) =
1
n!
f (n+1)(ζ)(x − ζ)n(x − x0). (Cauchy 余项)
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Proof.

考虑以 t 为变量的函数

F (t) = f (t) +
n∑

k=1

f (k)(t)

k!
(x − t)k , t ∈ (a, b).

对 t 求导, 得

F ′(t) = f ′(t) +
n∑

k=1

[ f (k+1)(t)

k!
(x − t)k − f (k)(t)

(k − 1)!
(x − t)k−1

]
= f ′(t) +

n∑
k=1

f (k+1)(t)

k!
(x − t)k −

n∑
k=1

f (k)(t)

(k − 1)!
(x − t)k−1

= f ′(t) +
n−1∑
k=1

f (k+1)(t)

k!
(x − t)k +

1
n!
f (n+1)(t)(x − t)n −

n−1∑
j=0

f (j+1)(t)

j!
(x − t)j

=
1
n!
f (n+1)(t)(x − t)n,
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续续续

Proof.

根据 F 的构造, F (x) = f (x),

F (x0) = f (x0) +
n∑

k=1

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k .

于是

F (x)− F (x0) = Rn(x).

由 Lagrange 微分中值定理, 存在 ζ = x0 + θ(x − x0) (0 < θ < 1), 使得

Rn(x) = F (x)− F (x0) = F ′(ζ)(x − x0)

=
1
n!
f (n+1)(ζ)(x − ζ)n(x − x0). （Cauchy 余项）
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续续续

Proof.

取 G (t) = −(x − t)n+1, 再由 Cauchy 微分中值定理知, 存在 ξ = x0 + η(x − x0)

(0 < η < 1), 使得

Rn(x)

(x − x0)n+1 =
F (x)− F (x0)

G (x)− G (x0)
=

F ′(ξ)

G ′(ξ)
=

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
,

即

Rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1. （Lagrange 余项）

这就得到了 Taylor 展开余项的两种表达式.
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注注注

事实上, 可以令 G (t) = m(x − t)n+1, m 是任意不为零的实数. 则

G (x)− G (x0) = 0 −m(x − x0)
n+1, G ′(t) = m(n + 1)(x − t)n · (−1).

于是由 Cauchy 中值定理, 存在 ξ ∈ (x , x0) 或 ξ ∈ (x0, x), 使得

F (x)− F (x0)

G (x)− G (x0)
=

F ′(ξ)

G ′(ξ)
=

1
n! f

(n+1)(ξ)(x − ξ)n

−m(n + 1)(x − ξ)n
= − 1

m
· 1
(n + 1)!

f (n+1)(ξ),

这推出

Rn(x) = F (x)− F (x0) = − 1
m

· 1
(n + 1)!

f (n+1)(ξ) · (−m)(x − x0)
n+1

=
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1.

13



注注注

• 如果 f 的直到 n 阶的导数在 [a, b] 上都是连续的（因此 F 在 [a, b] 上连续）,
则对 x = a 或 x = b, 即区间的端点, 定理的结论仍然成立, 这是由微分中值定
理成立的条件所保证的.

• 如果 x0 为区间端点, 例如 f 在 (a, x0] 上存在直到 n + 1 阶的导数, 则 f (x) 在

x0 处仍然有如上 Taylor 余项公式.

• 在历史上, Taylor 是从插值多项式出发获得他的公式的.

14
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例例例

将多项式函数 f (x) = (1 + x)2n+1 在 x = 0 处展开.

Proof.

首先计算 f 的各阶导数.

f ′(x) = (2n + 1)(1 + x)2n,

f ′′(x) = (2n + 1)(2n)(1 + x)2n−1,

f ′′′(x) = (2n + 1)(2n)(2n − 1)(1 + x)2n−2,

...

f (n)(x) = (2n + 1)(2n)(2n − 1) · · · (n + 2)(1 + x)n+1.
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续续续

Proof.

于是
f ′(0) = 2n + 1,

f ′′(0) = (2n + 1)(2n),

f ′′′(0) = (2n + 1)(2n)(2n − 1),
...

f (n)(0) = (2n + 1)(2n)(2n − 1) · · · (n + 2).

16



续续续

Proof.

因此,

(1 + x)2n+1 = f (0) +
f ′(0)
1!

x1 +
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + Rn(x)

= 1 +
2n + 1

1
x1 +

(2n + 1)(2n)
2!

x2 + · · ·

+
(2n + 1)(2n)(2n − 1) · · · (n + 2)

n!
xn + Rn(x)

= 1 + C 1
2n+1x + C 2

2n+1x
2 + · · ·+ Cn

2n+1x
n + Rn(x)

=
n∑

k=0

C k
2n+1x

k + Rn(x).

17



麦麦麦克克克劳劳劳林林林公公公式式式

定定定义义义

如果 f 在 x0 附近无限次可微, 则称形式和

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

为 f 在 x0 处的 Taylor 展展展开开开或 Taylor 公公公式式式.

Taylor 公式在 x0 = 0 的特殊情形也称为 Maclaurin 展展展开开开公公公式式式.

如果 lim
n→∞

Rn(x) = 0, 则记

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n.

此时称 f 的 Taylor 展开收敛到自身.

18
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例例例

f (x) = 1
1−x 在 (−1, 1) 内任意次可微. 求 f 在 x = 0 处的 Taylor 展开, 并判断收敛

性.

解. 利用数学归纳法容易计算 f 的各阶导数为

f (n)(x) =
n!

(1 − x)n+1 , n = 1, 2, . . . .

特别地, f (n)(0) = n!, 因此 f 在 x = 0 处的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn = 1 + x + x2 + · · ·+ xn + · · · .

又因为余项

Rn(x) =
1

1 − x
− (1 + x + x2 + · · ·+ xn) =

xn+1

1 − x
→ 0 (n → ∞),

故得
1

1 − x
= 1 + x + x2 + · · ·+ xn + · · · , ∀ x ∈ (−1, 1).

❚
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例例例

求 f (x) = ex 在 x = 0 处的 Taylor 展开.

解. f 的各阶导数仍为 f , 特别地 f (n)(0) = e0 = 1 (n ⩾ 1),因此 ex 在 x = 0 处的
Taylor 展开为

∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn =
∞∑
n=0

xn

n!
.

其 Lagrange 余项为

Rn(x) =
eξ

(n + 1)!
xn+1 =

eθx

(n + 1)!
xn+1 (0 < θ < 1),

因此有如下估计

|Rn(x)| ⩽ e |x |
|x |n+1

(n + 1)!
→ 0 (n → ∞).

这里用到了

lim
n→∞

an

n!
= 0.

❚

20
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解. 因此

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,+∞).

❚

注注注

特别地,

e = 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · · .

由此容易说明 e 为无理数.
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命命命题题题

证明 e 为无理数.

Proof.

e = 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · · .

注意到 1
k! <

1
k(k−1) =

1
k−1 − 1

k , k ⩾ 4.因此

2 < e < 1 + 1 +
1
2
+

1
2 · 3

+
1

3 · 4
+

1
4 · 5

+ · · ·

= 1 + 1 +
1
2
+ (

1
2
− 1

3
) + (

1
3
− 1

4
) + (

1
4
− 1

5
) + · · ·

= 3.

这里对最后一个等号作一下说明.
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Proof.

记

Sn = 1 + 1 +
n∑

k=1

1
k(k + 1)

若 lim
n→∞

Sn 存在, 则其极限被称为形式和

1 + 1 +
∞∑
k=1

1
k(k + 1)

的和.易见

Sn = 1 + 1 +
n∑

k=1

(
1
k
− 1

k + 1
) = 3 − 1

n + 1
→ 3 (n → ∞)

故

1 + 1 +
1
2
+ (

1
2
− 1

3
) + (

1
3
− 1

4
) + (

1
4
− 1

5
) + · · · = 3.
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Proof.

我们证明了 2 < e < 3, 这说明 e 不是整数.

进一步, 如果 e = p
q 是有理数（这里 p

和 q 是互素的正整数）, 则

q! · e − q!
(
1 + 1 +

1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
q!

)
为整数.另一方面, 存在 θ ∈ (0, 1), 使得

0 < q! · e − q!
(
1 + 1 +

1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
q!

)
=

eθ

q + 1
< 1,

这就导出了矛盾!这里用到了 Lagrange 余项.

ex = 1 +
1
1!
x +

1
2!
x2 + · · ·+ 1

q!
xq +

eθ

(q + 1)!
xn+1.
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例例例

求 sin x , cos x 在 x = 0 处的 Taylor 展开.

解. 在高阶导数一节, 已经求得

sin(n)(x) = sin(x +
n

2
π), cos(n)(x) = cos(x +

n

2
π), n = 0, 1, 2, . . . .

特别地,
sin(2k+1)(0) = (−1)k , sin(2k)(0) = 0.

由 Taylor 展开的 Lagrange 余项公式得

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n + 1)!
+

(−1)n+1x2n+3 cos θx

(2n + 3)!
(0 < θ < 1).

因为余项趋于零, 故可写为

sin x =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
, ∀ x ∈ (−∞,∞).

❚
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类似地,
cos(2k+1)(0) = 0, cos(2k)(0) = (−1)k .

由 Taylor 展开的 Lagrange 余项公式得

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
− (−1)n+1x2n+2 sin θx

(2n + 2)!
(0 < θ < 1).

因为余项趋于零, 故可写为

cos x =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,∞).



类似地,
cos(2k+1)(0) = 0, cos(2k)(0) = (−1)k .

由 Taylor 展开的 Lagrange 余项公式得

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
− (−1)n+1x2n+2 sin θx

(2n + 2)!
(0 < θ < 1).

因为余项趋于零, 故可写为

cos x =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,∞).



类似地,
cos(2k+1)(0) = 0, cos(2k)(0) = (−1)k .

由 Taylor 展开的 Lagrange 余项公式得

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
− (−1)n+1x2n+2 sin θx

(2n + 2)!
(0 < θ < 1).

因为余项趋于零, 故可写为

cos x =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,∞).



间间间接接接展展展开开开



为了更方便地得到更多函数的 Taylor 展开公式, 我们需要下面的结果.

定定定理理理 (Taylor 系系系数数数的的的惟惟惟一一一性性性)

设 f 在 x0 处 n 阶可导, 且

f (x) =
n∑

k=0

ak(x − x0)
n + o((x − x0)

n) (x → x0),

则

ak =
1
k!

f (k)(x0), k = 0, 1, 2, . . . , n.
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Proof.

根据 Taylor 展开的 Peano 余项表示, f (x) 又可写为

f (x) =
n∑

k=0

1
k!

f (k)(x0)(x − x0)
k + o((x − x0)

n) (x → x0).

若令

bk = ak −
1
k!

f (k)(x0), k = 0, 1, 2, . . . , n,

则由已知条件得

n∑
k=0

bk(x − x0)
k = o((x − x0)

n) (x → x0).

令 x → x0, 由于
n∑

k=0
bk(x − x0)

k 趋于零, 可推出 b0 = 0.然后等式两边同除以 x − x0,

再令 x → x0, 可得 b1 = 0. 依次类推, 可推出 bk = 0, k = 2, 3, . . . , n. 证毕.
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由唯一性定理以及 Taylor 展开的定义可以推出下面有用的命题.

定定定理理理

设 f (x) 在 x0 = 0 处的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
n, 则

• f (−x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

(−1)nanxn;

• f (xk) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
kn, 其中 k 为正整数;

• xk f (x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
k+n, 其中 k 为正整数;

• f ′(x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=1

nanx
n−1=

∞∑
n=0

(n + 1)an+1x
n;

• 如果 g(x) 在 x0 = 0 处的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

bnx
n, 则 λf (x) + µg(x) 的 Taylor

展开为
∞∑
n=0

(λan + µbn)x
n, 其中 λ, µ ∈ R.
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由唯一性定理以及 Taylor 展开的定义可以推出下面有用的命题.

定定定理理理

设 f (x) 在 x0 = 0 处的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
n, 则

• f (−x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

(−1)nanxn;

• f (xk) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
kn, 其中 k 为正整数;

• xk f (x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

anx
k+n, 其中 k 为正整数;

• f ′(x) 的 Taylor 展开为
∞∑
n=1

nanx
n−1=

∞∑
n=0

(n + 1)an+1x
n;

• 如果 g(x) 在 x0 = 0 处的 Taylor 展开为
∞∑
n=0

bnx
n, 则 λf (x) + µg(x) 的 Taylor

展开为
∞∑
n=0

(λan + µbn)x
n, 其中 λ, µ ∈ R.



Proof.

(1) 令 g(x) = f (−x), 则 g (n)(x) = (−1)nf (n)(−x).

于是

f (−x) = g(x) =
∞∑
n=0

g (n)(0)
n!

xn =
∞∑
n=0

(−1)nf (n)(0)
n!

xn =
∞∑
n=0

(−1)nanxn.

(2) 令 g(x) = f (xk), 则 g ′(x) = f ′(xk)kxk−1.
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常常常见见见函函函数数数的的的 Taylor 展展展开开开式式式

1
1 − x

= 1 + x + x2 + · · ·+ xn + · · · , ∀ x ∈ (−1, 1).

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,+∞).

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,+∞)

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ · · · , ∀ x ∈ (−∞,+∞)
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