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第第第二二二型型型曲曲曲面面面积积积分分分



如同在曲线上一样, 在曲面上也存在着第二种类型的积分, 这种积分涉及曲面“方
向”的概念.

参数曲线的方向是由其参数决定的, 参数曲面也是如此.

设 φ : Ω → Rn 为参数曲面, 如果 ψ : Ω′ → Ω 为 C 1 的可逆映射, 则 φ ◦ ψ 也是参数
曲面, 它是 φ 的重重重新新新参参参数数数化化化.如果 det(Jψ) 恒为正, 则称 φ 和 φ ◦ ψ 是同向的; 如果
det(Jψ) 恒为负, 则称 φ 和 φ ◦ ψ 是反向的.
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Rn 上上上的的的定定定向向向



Rn 上的标准直角坐标决定的定向称为标标标准准准定定定向向向(正正正向向向).

例例例

可逆映射 f : Rn → Rn,

f (x1, x2, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn)

的 Jacobi 行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
x1

∂f1
x2

· · · ∂f1
xn

∂f2
x1

∂f2
x2

· · · ∂f2
xn

...
...

. . .
...

∂fn
x1

∂fn
x2

· · · ∂fn
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 ,

它决定的定向和标准定向相反.
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在 Rn 上只有两个定向, 即如果 ψ : Rn → Rn 为可逆 C 1 映射, 则 ψ 要么和标准定

向同向, 要么和标准定向反向.

这是因为, 如果 ψ ∈ C 1, 则 det Jψ 是 Rn 上处处非零的连续函数, 由连续函数的介
值定理即知 det Jψ 要么恒正, 要么恒负.类似的结果对于连通的曲面也成立.
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超超超曲曲曲面面面的的的定定定向向向



先考虑 R3 中的参数曲面 r : Ω → R3, 其方程记为

r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ Ω.

我们知道, 在 r(u, v) 处, ru(xu, yu, zu) 和 rv (xv , yv , zv ) 是切向量, 而

ru × rv =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

xu yu zu

xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
yuzv − zuyv , zuxv − xuzv , xuyv − yuxv

)
=

(
∂(y , z)

∂(u, v)
,
∂(z , x)

∂(u, v)
,
∂(x , y)

∂(u, v)

)
是法向量.
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如果 (u, v) = φ(s, t) 是曲面的重新参数化, 即曲面方程为 r̃(s, t) = r(φ(s, t)). 为方
便起见, 仍记 r̃ 为 r .

则

rs × rt = (ru × rv )
∂(u, v)

∂(s, t)
= (ru × rv ) det Jφ ,

（习题: 验证第一个等号. 参见问题3450.）

这说明, 参数 (u, v) 和 (s, t) 同向（反向）时, 它们决定的法向量同向（反向）.因此,
R3 中曲曲曲面面面的的的定定定向向向也可以用其单位法向量 n⃗ 表示, 其中

n⃗ =
ru × rv

∥ru × rv∥
.

同向的参数给出相同的单位法向量, 反向的参数给出相反的单位法向量.
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记

n⃗ = (cosα, cosβ, cos γ),

其中 α, β, γ 分别是 n⃗ 与三个坐标轴的夹角（定义为与坐标轴正向的夹角）.

当 cos γ ⩾ 0 时, 即 n⃗ 和 z 轴的夹角不超过 π
2 时, 单位法向量所决定的方向称为参参参

数数数曲曲曲面面面的的的上上上侧侧侧方方方向向向;反之, 单位法向量所决定的方向称为参参参数数数曲曲曲面面面的的的下下下侧侧侧方方方向向向.

对于封闭的曲面, 指向曲面所围区域外外外部部部的单位法向量所决定的方向称为参参参数数数曲曲曲面面面
的的的外外外侧侧侧方方方向向向,指向曲面所围区域内内内部部部的单位法向量所决定的方向称为参参参数数数曲曲曲面面面的的的内内内
侧侧侧方方方向向向.
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推推推广广广到到到高高高维维维欧欧欧氏氏氏空空空间间间中中中的的的超超超曲曲曲面面面

上面的讨论可完全类似地推广到 Rn 中的超曲面上.

设超曲面的方程为

r(u1, . . . , un−1) =
(
x1(u1, . . . , un−1), . . . , xn(u1, . . . , un−1)

)
,

则其法向量为 N⃗(u) = (N1, . . . ,Nn), 其中

Ni (u) = (−1)i−1∂(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

∂(u1, . . . , un−1)
.

如果 u = φ(v) 为超曲面的重新参数化, 则法向量之间满足关系

N⃗(v) = N⃗(u) det Jφ ,

因此同向的参数给出同向的法向量, 反向的参数给出反向的法向量.
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则其法向量为 N⃗(u) = (N1, . . . ,Nn), 其中

Ni (u) = (−1)i−1∂(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

∂(u1, . . . , un−1)
.

如果 u = φ(v) 为超曲面的重新参数化, 则法向量之间满足关系

N⃗(v) = N⃗(u) det Jφ ,

因此同向的参数给出同向的法向量, 反向的参数给出反向的法向量.
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第第第二二二型型型曲曲曲面面面积积积分分分的的的定定定义义义

有了参数曲面的定向, 我们可以定义第二型的曲面积分了. 为简单起见, 先考虑 R3

中的曲面.

定定定义义义 (第第第二二二型型型曲曲曲面面面积积积分分分)

设 Σ 为 R3 中的曲面, 其参数表示为

r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ Ω.

对于定义在 Σ 上的连续向量值函数 (P,Q,R), 定义其曲面积分为

I =

∫
Ω
P
∂(y , z)

∂(u, v)
dudv +

∫
Ω
Q
∂(z , x)

∂(u, v)
dudv +

∫
Ω
R
∂(x , y)

∂(u, v)
dudv ,

也记为

I =

∫
Σ
Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy .
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注注注

利用前面的记号, 第二型曲面积分可以写为∫
Σ
Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy =

∫
Ω
(P,Q,R) · (ru × rv )dudv ,

再由第一型曲面积分的定义, 上式还可以写为∫
Σ
Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy =

∫
Σ
(P,Q,R) · n⃗dσ,

即取定了方向后第二型曲面积分可以转化为第一型曲面积分.
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注注注

需要注意的是, (P,Q,R) 的第二型曲面积分在两个同向的参数下其值不变, 在反向
的两个参数下其值正好相差一个负号.

即, 用 −Σ 表示反向曲面时, 有∫
−Σ

Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy = −
∫
Σ
Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy .
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注注注

完全类似地, Rn 中的超曲面上的第二型曲面积分可以定义为∫
Σ
P1dx2 ∧ dxn + · · ·+ Pndx1 ∧ dxn−1 =

∫
Ω
(P1, . . . ,Pn) · N⃗(u)du1 · · · dun−1.

对于一般的 m 维参数曲面也可以定义第二型曲面积分, 我们将在下一章中作进一步
的讨论.
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第第第二二二型型型曲曲曲面面面积积积分分分的的的物物物理理理含含含义义义

设空间中有流速为 v⃗ = (P,Q,R) 的流体, 求单位时间内通过曲面 Σ 的流体的流量.

用通常的“微元法”计算流量如下: 任取 Σ 的一小片, 其面积记为 ∆σ, 经过这一小
片的流体速度为 v⃗ , 曲面的单位法向量为 n⃗, 则单位时间内通过这一小片曲面的流体
的流量为 v⃗ · n⃗∆σ.于是单位时间内经过 Σ 的流量为积分∫

Σ
v⃗ · n⃗dσ ,

因此求流量的问题就是曲面上的第二型曲面积分的问题.从这个例子也可以看出第二
型曲面积分是依赖于方向的.
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例例例子子子



例例例

计算积分 ∫
Σ
xyzdx ∧ dy ,

其中 Σ 是四分之一球面 x2 + y2 + z2 = 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0, 方向为外侧.

解. 将曲面分成两部分, 即四分之一球面的上半部分 Σ1 和下半部分 Σ2.记
Ω = {(x , y) | x2 + y2 ⩽ 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0}.

Σ1 : z =
√

1 − x2 − y2, (x , y) ∈ Ω,

Σ2 : z = −
√

1 − x2 − y2, (x , y) ∈ Ω,

在曲面上, 参数 (x , y) 决定的法向量为 (−zx ,−zy , 1), 因此, 这个参数在 Σ1 上决定的

方向就是外侧方向, 在 Σ2 上决定的方向是内侧方向. ❚
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解. 按照定义,∫
Σ
xyzdx ∧ dy =

∫
Σ1

xyzdx ∧ dy +

∫
Σ2

xyzdx ∧ dy

=

∫
Ω
xy

√
1 − x2 − y2dxdy −

∫
Ω
xy(−

√
1 − x2 − y2)dx ∧ dy

= 2
∫ π

2

0
dθ

∫ 1

0
r cos θ · r sin θ ·

√
1 − r2rdr

= 2
∫ π

2

0
sin θ cos θdθ

∫ 1

0
r3
√

1 − r2dr

=
2
15
.

❚

16



例例例

计算积分

I =

∫
Σ
x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy ,

其中 Σ 为球面 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, 方向为外侧.

解. 取球面坐标
x = a+ R sinφ cos θ,

y = b + R sinφ sin θ,

z = c + R cosφ,

其中 φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

计算表明 ❚

17



例例例

计算积分

I =

∫
Σ
x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy ,

其中 Σ 为球面 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, 方向为外侧.

解. 取球面坐标
x = a+ R sinφ cos θ,

y = b + R sinφ sin θ,

z = c + R cosφ,

其中 φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

计算表明 ❚

17



例例例

计算积分

I =

∫
Σ
x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy ,

其中 Σ 为球面 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, 方向为外侧.

解. 取球面坐标
x = a+ R sinφ cos θ,

y = b + R sinφ sin θ,

z = c + R cosφ,

其中 φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

计算表明 ❚

17



解.

∂(y , z)

∂(φ, θ)
= R2 sin2 φ cos θ,

∂(z , x)

∂(φ, θ)
= R2 sin2 φ sin θ,

∂(x , y)

∂(φ, θ)
= R2 cosφ sin θ,

因此 (φ, θ) 决定的法向量是外侧的, 由定义, 有

❚
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解.

∂(y , z)

∂(φ, θ)
= R2 sin2 φ cos θ,

∂(z , x)

∂(φ, θ)
= R2 sin2 φ sin θ,

∂(x , y)

∂(φ, θ)
= R2 cosφ sin θ,

因此 (φ, θ) 决定的法向量是外侧的, 由定义, 有

❚
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