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第第第一一一型型型曲曲曲面面面积积积分分分



设 m ⩽ n, Ω ⊂ Rm 为 Rm 中的开集.

C 1 映射 φ : Ω → Rn 称为 Rn 中的一个参参参数数数曲曲曲

面面面.

我们想要定义参数曲面的面积, 先从线性映射开始.设 φ : Rm → Rn 为线性映射,
I ⊂ Rm 为矩形.

如果 φ 是退化的（秩小于 m）, 则 φ(Rm) 包含在一个维数小于 m 的子向量空间中,
我们自然定义 φ(I ) 的 m 维体积为零;

如果 φ 非退化, 则 φ(Rm) 维数为 m, φ(I ) 为 m 维欧氏空间中的可求体积集, 我们
来计算它的 m 维体积.

以下为了区分不同维数的体积, 我们将 m 维体积称为面面面积积积, 并用记号 σ 来表示它.
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不妨设 I = [0, 1]m.

记 vj = φ(ej) = (a1j , a2j , . . . , anj), 其中 {ej}mj=1 为 Rm 的一组标

准基.则

φ(I ) =

{ m∑
j=1

xjvj | 0 ⩽ xj ⩽ 1, j = 1, 2, . . . ,m
}
.

记 n ×m 型的矩阵 A = (aij).如果当 i > m 时 aij ≡ 0, 即

φ(Rm) ⊂ Rm × {0} = {(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ Rn},

则 φ(I ) 的面积可表示为

σ(φ(I )) =
∣∣det(aij)m×m

∣∣σ(I ) = √
det[(aij)Tn×m(aij)n×m]σ(I ).

这里用到了正交变换保持体积不变的性质, 详见第十三章第四节的内容.
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关关关于于于曲曲曲面面面面面面积积积定定定义义义要要要注注注意意意的的的地地地方方方

值得注意的是, 我们在定义参数曲面的面积时要求曲面是 C 1 的, 这主要是要用到曲
面的切平面.

我们将曲面上无穷小区域的面积近似地看成它在切平面上的投影的面积, 求和再取
极限以后定义为曲面的面积.

这和曲线的长度的定义似乎有些不同. 曲线的长度可以用折线段的长度去逼近.但是
不能通过在曲面上取分割, 然后用以分点为顶点的多边形（比如三角形）的面积之
和去逼近曲面的面积.Schwartz 曾经举过一个例子（圆柱面）说明这样的定义是行不
通的.

对于一般的曲面, 定义面积需要引入 Hausdorff 测测测度度度的概念, 可以参看几何测度论的
著作.
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第第第一一一型型型曲曲曲面面面积积积分分分的的的定定定义义义



定定定义义义

设 φ : Ω → Rn 为 C 1 的参数曲面, f 是定义在此曲面 Σ 上的连续函数, 则 f 在 Σ

上的曲面积分定义为 ˆ
Σ
f dσ =

ˆ
Ω
f
√
det[(Jφ)T Jφ] .

第一型曲面积分的物理含义:分布在曲面上的某种物质, 如果其密度函数为 ρ, 则 ρ

在曲面上的积分就是物质的质量.
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例例例

计算曲面积分
´
Σ

1
z dσ, 其中 Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = a2 被平面 z = h 所截下的顶

部, 此处 0 < h < a.

解. 即 D = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ⩽ a2 − h2}. 则 Σ 的方程为

z =
√
a2 − x2 − y2, (x , y) ∈ D.

zx =
−x√

a2 − x2 − y2
, zy =

−y√
a2 − x2 − y2

,

因此, ˆ
Σ

1
z
dσ =

ˆ
D

1
z

√
1 + z2

x + z2
ydxdy

=

ˆ
D

1√
a2 − x2 − y2

√
1 +

x2

a2 − x2 − y2 +
y2

a2 − x2 − y2 dxdy

=

ˆ
D

a

a2 − x2 − y2 dxdy ,

❚
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解. 使用极坐标计算此二重积分, 令 x = r cos θ, y = r sin θ, θ ∈ [0, 2π],
r ∈ [0,

√
a2 − h2].

于是

ˆ
Σ

1
z
dσ =

ˆ 2π

0
dθ

ˆ √
a2−h2

0

a

a2 − r2 rdr

= 2π · 1
2

ˆ √
a2−h2

0

a

a2 − r2 dr2

t=a2−r2
= πa

ˆ h2

a2

−1
t

dt

= πa

ˆ a2

h2

1
t
dt

= 2πa ln
(a
h

)
.

❚
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电电电场场场强强强度度度通通通量量量

设 E 是静电场, 即 E 可视为 Ω ⊂ R3 上的一个向量值函数. 若 E : Ω → R3 是常值映

射, 即对每一点 (x , y , z) ∈ Ω, E(x , y , z) 的大小和方向都是恒定的, 大小就记为 E .
此时取垂直于此电场方向的一个平面 Σ, 其面积为 S , 则定义通过该平面 Σ 的电场

总数为

ψE = ES .

称 ψE 为通过 Σ 的电电电场场场强强强度度度通通通量量量或E通通通量量量.
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如果 Σ 的法向量 n⃗ 与电场 E 夹角为 θ, 则电场强度通量为

ΨE = E cos θS ,

令 En = E cos θ, 称为电场强度 E 在平面 Σ 法向方向的分量. 即 ΨE = EnS .

• 当 θ 为锐角时, cos θ > 0, 通量为正值;

• 当 θ 为钝角时, cos θ < 0, 通量为负值;

• 当 θ = π
2 时, cos θ = 0, 通量为零.
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一般情况下, 电场是不均匀的, 并且几何面 Σ 也可能不是平面, 而是普通的连续曲面.
此时利用微元法, 对于面积微元 dS（有时也记为 dΣ）, 上面的电场强度 E 可以认
为是均匀的, dS 的法向量 n⃗ 与 E 的夹角为 θ, 则通过 dS 的 E通量为

dΨE = E cos θdS = EndS .

通过整个曲面 Σ 的电场强度通量为第一型曲面积分

ΨE =

¨
Σ
E cos θdS =

¨
Σ
EndS .

当 Σ 是闭合曲面时, 上式可写为

ΨE =

"
Σ
E cos θdS =

"
Σ
EndS .
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通过整个曲面 Σ 的电场强度通量为第一型曲面积分

ΨE =

¨
Σ
E cos θdS =

¨
Σ
EndS .

当 Σ 是闭合曲面时, 上式可写为

ΨE =

"
Σ
E cos θdS =

"
Σ
EndS .



关关关于于于曲曲曲面面面法法法线线线的的的方方方向向向选选选择择择

• 对于非闭合曲面, 面法线的正方向可以取曲面的任一侧;

• 对于闭合曲面, 通常规定自内向外的方向为曲面法线的正方向.
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面面面积积积元元元矢矢矢量量量

令

dS = dS⃗ = n⃗dS ,

称为面面面积积积元元元矢矢矢量量量.

于是 E cos θdS 可写为 E · dS.因此,

ΨE =

¨
Σ

E · dS,

当 Σ 为闭曲面时, 可写为

ΨE =

"
Σ

E · dS.
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Backup slides

Sometimes, it is useful to add slides at the end of your presentation to refer to during
audience questions.

The best way to do this is to include the appendixnumberbeamer package in your
preamble and call \appendix before your backup slides.

The theme will automatically turn off slide numbering and progress bars for slides in the
appendix.
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