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本章讨论欧氏空间 Rn 中曲线以及曲面上的积分理论, 包括曲曲曲线线线的的的长长长度度度, 曲曲曲面面面的的的面面面
积积积, 以及曲线、曲面上函数和向量值函数的积分, 并讨论这些积分之间的联系.
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第第第一一一型型型曲曲曲线线线积积积分分分



对于平面曲线 σ(t) = (x(t), y(t)), 如果 x(t), y(t) 是关于 t 的连续可微函数, 则利
用折折折线线线逼逼逼近近近曲曲曲线线线的办法, 我们定义了 σ 的长长长度度度为

L(σ) =

∫ β

α

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2dt.

现在考虑一般的情形.映射 σ : [α, β] → Rn 称为一条参参参数数数曲曲曲线线线, 我们仍用折折折线线线逼逼逼近近近
曲曲曲线线线的办法定义 σ 的长度.为此, 任取 [α, β] 的分割

π : α = t0 < t1 < t2 < · · · < tm = β,

相继用直线段连接曲线上的分点 σ(ti−1) 与 σ(ti ) (1 ⩽ t ⩽ m), 得到的折线的长度为

L(σ;π) =
m∑
i=1

∥σ(ti )− σ(ti−1)∥.
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如果这些折线的长度有上界, 即

sup
π

m∑
i=1

∥σ(ti )− σ(ti−1)∥ < +∞,

则称 σ 是可可可求求求长长长曲曲曲线线线, 其长度定义为

L(σ) = sup
π

m∑
i=1

∥σ(ti )− σ(ti−1)∥.
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利用三角不等式我们知道当区间 [α, β] 的分割加细时, 折线的长度单调递增.

如果 σ(t) 的每一个分量均为连续可微函数, 则由第七章第一节的推导知 σ 是可求长

的, 且长度可以表示为积分

L(σ) =

∫ β

α
∥σ′(t)∥dt.
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如果曲线不连续, 则我们这里给出的曲线长度定义和直观上的长度观念不是一回事.

例如, 考虑这样的曲线:

(x(t), y(t)) =

(0, 0), 当 t = 0时,

(t, 1), 当 0 < t ⩽ 1时.

按我们的定义, 此曲线长度为 2.
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可可可求求求长长长曲曲曲线线线的的的性性性质质质



设 σ 为 Rn 中定义在 [α, β] 上的可求长曲线. 从定义可以得到可求长曲线的下列性
质:

• 对任意 [γ, δ] ⊂ [α, β], σ|[γ,δ] 也是可求长的.

• 对任意 γ ∈ [α, β], 有

L(σ) = L(σ|[α,γ]) + L(σ|[γ,β]).

其中第二个性质是曲线长度的可加性, 其证明仍然是利用三角不等式.
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有有有界界界变变变差差差函函函数数数

为了导出曲线可求长的充分必要条件, 我们引入有有有界界界变变变差差差函函函数数数的概念.

定定定义义义

设 f 为定义在 [α, β] 上的函数. 任给分割

π : α = t0 < t1 < t2 < · · · < tm = β,

记

v(f ;π) =
m∑
i=1

|f (ti )− f (ti−1)|,

如果 supπ v(f ;π) 有限, 则称 f 为 [α, β] 上的有有有界界界变变变差差差函函函数数数, 它在 [α, β] 上的全全全变变变

差差差记为
β∨
α

(f ) = sup
π

v(f ;π).
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称 v(f ;π) 为 f 关于分割 π 的累累累积积积变变变差差差.

注注注

这里累累累积积积变变变差差差的概念是我私自命名的. 函数 f 在小区间 [xi−1, xi ] 上的变变变差差差定义为

|f (xi )− f (xi−1)|, 即函数 f 在区间端点上的值的绝对变化量. 将这些绝对变化量相
加, 得到的值

n∑
i=1

|f (xi )− f (xi−1)|

称为关于分割 π 的累累累积积积变变变差差差.
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常常常见见见的的的有有有界界界变变变差差差函函函数数数

下列函数都是有界变差函数:

• 单调函数

• Lipschitz 函数

• 连续可微函数

• 黎曼可积函数的变上限积分
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单单单调调调函函函数数数

如果 f 为 [α, β] 上的单调函数,

例如单调递增, 则对任意的分割 π, 有

v(f ;π) =
m∑
i=1

|f (ti )− f (ti−1)| =
m∑
i=1

f (ti )− f (ti−1) = f (β)− f (α),

这说明
β∨
α

(f ) = |f (β)− f (α)|.

故单调函数是有界变差函数.
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Lipschitz 函函函数数数

设 f 是 Lipschitz 函数,

即存在 L > 0, 使得 |f (x)− f (y)| ⩽ L|x − y |, 对任意 x , y ∈ Df

成立. 这里 Df 是 f 的定义域.则

v(f ;π) =
m∑
i=1

|f (ti )− f (ti−1)| ⩽
m∑
i=1

L|ti − ti−1| = L(β − α),

因而 f 是有界变差函数.
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连连连续续续可可可微微微函函函数数数

根据微分中值定理, 闭区间上的连续可微函数都是 Lipschitz 函数, 因而是有界变差
函数.
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黎黎黎曼曼曼可可可积积积函函函数数数的的的变变变上上上限限限积积积分分分

如果 g(x) 为 [α, β] 上的 Riemann 可积函数, 则

f (x) =

∫ x

a
g(t)dt, x ∈ [α, β]

是 Lipschitz 函数, 因此也是有界变差函数.

事实上, 由黎曼可积的必要条件知 g(x) 在 [α, β] 上有界, 不妨设为 M(即
|g(x)| ⩽ M, ∀x ∈ [α, β]).于是

|f (x)− f (y)| =
∣∣∣∣∫ x

a
g(t)dt −

∫ y

a
g(t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

y
g(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ M|x − y |.

故 f 是 [α, β] 上的 Lipschitz 函数.
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∣∣∣∣∫ x

a
g(t)dt −

∫ y

a
g(t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

y
g(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ M|x − y |.

故 f 是 [α, β] 上的 Lipschitz 函数.
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可以证明, 有界变差函数必为两个单调递增函数的差.
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定定定理理理 (Jordan)

曲线 σ(t) 可求长当且仅当它的每一个分量均为有界变差函数.

Proof.

设 σ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) 可求长, 则任给 [α, β] 的分割 π, xi 关于此分割的累积
变差

v(xi ;π) =
m∑
j=1

|xi (tj)− xi (tj−1)| ⩽
m∑
j=1

∥σ(tj)− σ(tj−1)∥ ⩽ L(σ),

这里第一个不等号是因为

∥σ(tj)− σ(tj−1)∥ =

√√√√ n∑
i=1

|xi (tj)− xi (tj−1)|2.

这说明 xi (t) 为有界变差函数.
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Proof.

反之, 如果每一个 xi (t) 都是有界变差函数, 则

L(σ;π) =
m∑
j=1

∥σ(tj)− σ(tj−1)∥

⩽
m∑
j=1

(
|x1(tj)− x1(tj−1)|+ · · ·+ |xn(tj)− xn(tj−1)|

)

=
n∑

i=1

v(xi ;π) ⩽
n∑

i=1

β∨
α

(xi ).

因此, σ(t) 是可求长的.
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弧弧弧长长长函函函数数数

以下总假设曲线 σ(t) 是可求长的.

对 t ∈ [α, β], 定义

s(t) = L(σ
∣∣
[α,t]

),

则 s(t) 为单调递增函数, 称为 σ(t) 的弧弧弧长长长函函函数数数, 并且

s(t2)− s(t1) = L(σ
∣∣
[t1,t2]

), t1 ⩽ t2.

因此, 如果 t2 > t1, s(t2) = s(t1),则 σ(t) 在 [t1, t2] 上取常值.

如果 σ(t) 不在任何区间上取常值,则 s(t) 为严格单调递增函数.
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命命命题题题

当 σ(t) 为可求长的连续曲线时, s(t) 也是连续函数.

当 σ(t) 不在任何区间上取常值时, s(t) 是参数 t 的连续的严格单调递增函数,从而可
逆, 其逆记为 t = t(s):

t : [0, L(σ)] → [α, β]

s 7→ t(s)

这时, σ(t) = σ(t(s)) 又可看作关于 s 的参数曲线.我们将 s 称为弧弧弧长长长参参参数数数.
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当 σ(t) 为连续可微曲线, 且 ∥σ′(t)∥ 在任何区间上不恒为零（例如, 处处非零, 也即
x ′1(t), x

′
2(t), . . ., x

′
n(t) 处处不同时为零）时,

上一段的讨论对 σ(t) 完全适用, σ(t) 不
在任何区间上取常值.此时,

s ′(t) = ∥σ′(t)∥ 或 ds = ∥σ′(t)∥dt.
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现在我们考虑可求长曲线上有界函数的积分.

设 f 是定义在 σ 上的有界函数, 即对任意的 σ(t), f (σ(t)) 是定义好的实数.

任给 [α, β] 的分割 π, 取 ξi ∈ [ti−1, ti ] (1 ⩽ i ⩽ m), 考虑和
m∑
i=1

f (σ(ξi ))∆si ,

其中 ∆si = s(ti )− s(ti−1).如果极限

lim
∥π∥→0

m∑
i=1

f (σ(ξi ))∆si

存在且与 {ξi} 的选取无关, 则称此极限为 f 在 σ 上的第第第一一一型型型曲曲曲线线线积积积分分分, 记为∫
σ
f ds = lim

∥π∥→0

m∑
i=1

f (σ(ξi ))∆si .

当 f = 1 时, 第一型曲线积分就是曲线的长度.
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第第第一一一型型型曲曲曲线线线积积积分分分的的的物物物理理理意意意义义义

第一型曲线积分的物理意义可如下理解: 已知某线状物质的（线）密度函数为 ρ, 则
该物质的质量就是 ρ 的曲线积分.
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当曲线 σ 的弧长参数存在时, 第一型曲线积分可以转化为通常的 Riemann 积分:∫
σ
f ds =

∫ L(σ)

0
f (σ(s))ds ;

如果 σ(t) 为（分段）连续可微曲线, 则 f 在 σ 上的第一型曲线积分可以写为（例如

f 连续时）: ∫
σ
f ds =

∫ β

α
f (σ(t))∥σ′(t)∥dt .

一般地, 第一型曲线积分是所谓 Riemann-Stieltjes 积分的一种特殊情形.
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附附附录录录



有有有界界界变变变差差差函函函数数数的的的性性性质质质

命命命题题题

有界变差函数必为有界函数

Proof.

|f (x)| ⩽ |f (a)|+ |f (x)− f (a)|+ |f (b)− f (x)| ⩽ |f (a)|+
b∨
a

(f ).
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命命命题题题

两个有界变差函数的线性组合以及乘积仍为有界变差函数.

Proof.

设 f , g 为 [a, b] 上的有界变差函数, α, β ∈ R.

(1) 任取 [a, b] 的一个分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

v(αf + βg ;π) =
n∑

i=1

∣∣∣(αf (xi ) + βg(xi )
)
−

(
αf (xi−1) + βg(xi−1)

)∣∣∣
⩽ α

n∑
i=1

|f (xi )− f (xi−1)|+ β
n∑

i=1

|g(xi )− g(xi−1)|

= αv(f ;π) + βv(g ;π),
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Proof.

由于 f , g 均为 [a, b] 上的有界变差函数, 故 αf + βg 也是 [a, b] 上的有界变差函数.

事实上, 上式两边取上确界 supπ, 得

sup
π

v(αf + βg ;π) ⩽ α sup
π

v(f ;π) + β sup
π

v(g ;π).
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f · g 也也也是是是 [a, b] 上上上的的的有有有界界界变变变差差差函函函数数数

Proof.

(2) 任取 [a, b] 的一个分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

由于 f , g 均为 [a, b] 上的有界变差函数, 故它们均有界.

不妨设 |f (x)| ⩽ M, |g(x)| ⩽ M, ∀ x ∈ [a, b].
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Proof.

v(fg ;π) =
n∑

i=1

∣∣f (xi )g(xi )− f (xi−1)g(xi−1)
∣∣

=
n∑

i=1

∣∣f (xi )g(xi )− f (xi )g(xi−1) + f (xi )g(xi−1)− f (xi−1)g(xi−1)
∣∣

⩽
n∑

i=1

∣∣f (xi )∣∣ · ∣∣g(xi )− g(xi−1)
∣∣+ ∣∣f (xi )− f (xi−1)

∣∣ · ∣∣g(xi−1)
∣∣

⩽ M
n∑

i=1

|g(xi )− g(xi−1)|+M
n∑

i=1

|f (xi )− f (xi−1)|

= M ·
(
v(g ;π) + v(f ;π)

)
,

故 f · g 也是 [a, b] 上的有界变差函数.
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命命命题题题

设 f , g 为 [a, b] 上的有界变差函数, 且 |g(x)| ⩾ λ > 0, 则 f
g 也是 [a, b] 上的有界变

差函数.

Proof.

任取 [a, b] 的一个分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,
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Proof.

v
( f
g
;π

)
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ f (xi )g(xi )
− f (xi−1)

g(xi−1)

∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ f (xi )g(xi−1)− f (xi−1)g(xi ))

g(xi )g(xi−1)

∣∣∣∣
⩽

1
λ2

n∑
i=1

∣∣∣f (xi )g(xi−1)− f (xi−1)g(xi−1) + f (xi−1)g(xi−1)− f (xi−1)g(xi ))
∣∣∣

⩽
M

λ2

[ n∑
i=1

|f (xi )− f (xi−1)|+
n∑

i=1

|g(xi )− g(xi−1)|
]

=
M

λ2

(
v(f ;π) + v(g ;π)

)
,

故 f
g 也是 [a, b] 上的有界变差函数.



Proof.

v
( f
g
;π

)
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ f (xi )g(xi )
− f (xi−1)

g(xi−1)

∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ f (xi )g(xi−1)− f (xi−1)g(xi ))

g(xi )g(xi−1)

∣∣∣∣
⩽

1
λ2

n∑
i=1

∣∣∣f (xi )g(xi−1)− f (xi−1)g(xi−1) + f (xi−1)g(xi−1)− f (xi−1)g(xi ))
∣∣∣

⩽
M

λ2

[ n∑
i=1

|f (xi )− f (xi−1)|+
n∑

i=1

|g(xi )− g(xi−1)|
]

=
M

λ2

(
v(f ;π) + v(g ;π)

)
,

故 f
g 也是 [a, b] 上的有界变差函数.



命命命题题题

设 c ∈ (a, b). 则 f 在 [a, b] 上为有界变差函数当且仅当 f 在 [a,c] 和 [c, b] 上均为

有界变差函数, 此时
b∨
a

(f ) =
c∨
a

(f ) +
b∨
c

(f ).

Proof.

(⇒) 设 f 在 [a, b] 上为有界变差函数,任取区间 [a, c] 和 [c , b] 的分割 π1 和 π2, 则

v(f |[a,c];π1) + v(f |[c,b];π2) = v(f ;π1 ∪ π2) ⩽
b∨
a

(f ),

这说明 f 在 [a, c] 和 [c , b] 上均为有界变差函数, 且

c∨
a

(f ) +
b∨
c

(f ) ⩽
b∨
a

(f ). (1)
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Proof.

反之, 如果 f 在 [a, c] 和 [c , b] 上均为有界变差函数, 则任取 [a, b] 的分割 π, 如果
c 不在 π 的分点之内, 则添加 c 为分点, 此时 f 的变差和不会变小, 从而

v(f ;π) ⩽
c∨
a

(f ) +
b∨
c

(f ),

即 f 在 [a, b] 上也是有界变差函数, 且

b∨
a

(f ) ⩽
c∨
a

(f ) +
b∨
c

(f ). (2)

将 (1) 和 (2) 结合起来就得到了所证等式

b∨
a

(f ) =
c∨
a

(f ) +
b∨
c

(f ).
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推推推论论论

设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 则

g(x) =
x∨
a

(f ), x ∈ [a, b]

为 [a, b] 上的有界变差函数.

Proof.

设 x ⩽ y ∈ [a, b], 则

g(y)− g(x) =

y∨
a

(f )−
x∨
a

(f ) =

y∨
x

(f ) ⩾ 0,

因此 g 为单调递增函数, 故是有界变差函数.
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有有有界界界变变变差差差函函函数数数的的的刻刻刻画画画

命命命题题题

f 为有界变差函数当且仅当它是两个单调递增函数之差.

Proof.

只需证明必要性.设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数,令

g(x) =
x∨
a

(f ), h(x) = g(x)− f (x), x ∈ [a, b],

则 f = g − h.我们已经知道 g 单调递增, 下面说明 h 也是单调递增的.
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Proof.
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Proof.

任取 x ⩽ y ∈ [a, b], 则

h(y)− h(x) = [g(y)− f (y)]− [g(x)− f (x)]
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x
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命命命题题题

设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 如果 f 在 ξ 处连续, 则

g(x) =
x∨
a

(f )

也在 ξ 处连续.
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