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利利利用用用线线线性性性化化化的的的思思思想想想研研研究究究多多多元元元函函函数数数



一一一元元元函函函数数数可可可微微微的的的定定定义义义

回忆, 对于一元函数而言, 可微是指该函数可以被线性函数一阶逼近.

定定定义义义

设 f (x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) ∈ R 上有定义, 若存在常数 A, 使得

f (x) = f (x0) + A(x − x0) + o(x − x0), (x → x0)

即

|f (x)− [f (x0) + A(x − x0)]| = o(|x − x0|),

则称 f 在 x0 处可微, 线性映射 x 7→ Ax 称为 f 在 x0 处的微分, 记为 df (x0).

现在设 D ⊂ Rn 为开集, 向量值函数 f : D → Rm 写成分量形式为

f (x1, . . . , xn) =
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
,

为方便起见, 在下面的内容中欧氏空间里的向量有时以列向量来表示.
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可可可微微微的的的定定定义义义



微微微分分分

定定定义义义

设 f 如上, x0 = (x0
1 , . . . , x

0
n ) ∈ D. 如果存在 m × n 阶的矩阵 A = (aij)m×n, 使得对

于 x0 附近的点 x , 有

∥f (x)− [f (x0) + A(x − x0)]∥ = o(∥x − x0∥), (x → x0)

则称 f 在在在 x0 处处处可可可微微微,

线性映射

df (x0) : Rn → Rm

v 7→ Av

称为 f 在在在 x0 处处处的的的微微微分分分.
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可可可微微微必必必可可可导导导



命命命题题题

如果 f : D → Rm 在 x0 处可微, 则其分量 fi (1 ⩽ i ⩽ m) 在 x0 处存在方向导数,
并且

A =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)
m×n

.

Proof.

从微分的定义可以看出, 如果 f 在 x0 处可微, 则 f 在 x0 处连续.下面以 m = 1 为
例说明方向导数的存在性.

为此, 取单位向量 u, 由定义, 我们有

f (x0 + tu)− f (x0) = A(x0 + tu − x0) + o(∥x0 + tu − x0∥)
= tAu + o(|t|),

(注意这里 m = 1, 即 f 是多元函数, 故第一个等号成立.) 这说明
∂f

∂u
(x0) = Au, 即

方向导数存在.
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Proof.

特别地
∂f

∂xi
(x0) = Aei , A =

( ∂f

∂x1
(x0), . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)
.

这里 ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 1)T , 第 i 个分量为 1, 其余为 0 的单位列向量.
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例例例子子子



例例例

研究函数

f (x , y) =


x2y

x2+y2 , (x , y) ̸= (0, 0),

0, (x , y) = (0, 0).

在 (0, 0) 处的可导性和可微性.

解. 因为 |f (x , y)| ⩽ 1
2 |x |, 故 f (x , y) 在 (0, 0) 处连续.易见 f ′x(0, 0) = f ′y (0, 0) = 0.事

实上

f ′x(0, 0) = lim
t→0

f (0 + t, 0)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

0 − 0
t

= 0,

f ′y (0, 0) = lim
t→0

f (0, 0 + t)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

0 − 0
t

= 0.

❚
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解. 如果 u = (u1, u2) 为单位向量, 则

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0

f (0 + tu1, 0 + tu2)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

f (tu1, tu2)

t

= lim
t→0

1
t

t3u2
1u2

t2u2
1 + t2u2

2
= u2

1u2.

这说明 f 在 (0, 0) 处沿任何方向的方向导数都存在.特别地,

∂f

∂x
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(1,0)

= 0,
∂f

∂y
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(0,1)

= 0,

❚

8



解. 如果 u = (u1, u2) 为单位向量, 则

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0

f (0 + tu1, 0 + tu2)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

f (tu1, tu2)

t

= lim
t→0

1
t

t3u2
1u2

t2u2
1 + t2u2

2
= u2

1u2.

这说明 f 在 (0, 0) 处沿任何方向的方向导数都存在.

特别地,

∂f

∂x
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(1,0)

= 0,
∂f

∂y
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(0,1)

= 0,

❚

8



解. 如果 u = (u1, u2) 为单位向量, 则

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0

f (0 + tu1, 0 + tu2)− f (0, 0)
t

= lim
t→0

f (tu1, tu2)

t

= lim
t→0

1
t

t3u2
1u2

t2u2
1 + t2u2

2
= u2

1u2.

这说明 f 在 (0, 0) 处沿任何方向的方向导数都存在.特别地,

∂f

∂x
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(1,0)

= 0,
∂f

∂y
(0, 0) = u2

1u2

∣∣∣∣
(0,1)

= 0,

❚

8



解. 使用反证法可以证明 f 在 (0, 0) 处不可微.

若 f 在 (0, 0) 处可微, 则由定义,

f (tu1, tu2)− f (0, 0) = A(tu) + o(∥tu∥)

这推出
t2u2

1tu2

t2u2
1 + t2u2

2
= tAu + o(|t|),

即

tu2
1u2 = tAu + o(|t|).

这里 Au 是矩阵乘法,

A =
( ∂f

∂x1
(0, 0),

∂f

∂x1
(0, 0)

)
= (0, 0),

而 u = (u1, u2)
T , 故得

tu2
1u2 = o(|t|),

矛盾. 因此 f 在 (0, 0) 处不可微. ❚
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雅雅雅可可可比比比矩矩矩阵阵阵

定定定义义义

如果 fi (1 ⩽ i ⩽ m) 的偏导数均存在, 则记

Jf =
( ∂fi
∂xj

)
m×n

=


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

... · · · · · ·
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


m×n

称为 f 的的的雅雅雅可可可比比比(Jacobian)矩矩矩阵阵阵.

当 m = 1 时, 又记 Jf 为 ∇f , 称为 f 的的的梯梯梯度度度.Jf
在每一点的值构成一个映射 Jf : D → Rmn, 这里我们将 m × n 矩阵视为 Rmn 中

的点.
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可可可微微微的的的充充充分分分条条条件件件

定定定理理理

如果 Jf 在 D 上存在, 且它作为映射在 x0 处连续, 则 f 在 x0 处可微.

Proof.

仍以 m = 1 为例来证明.由条件, f ′xi 在 x0 处连续, i = 1, 2, . . . , n.根据微分中值定
理, 有

f (x)− f (x0) =
n∑

i=1

[
f (x0

1 , . . . , x
0
i−1, xi , xi+1, . . . , xn)− f (x0

1 , . . . , x
0
i , xi+1, . . . , xn)

]
=

n∑
i=1

f ′xi (x
0
1 , . . . , x

0
i−1, x

0
i + θi (xi − x0

i ) , xi+1, . . . , xn) · (xi − x0
i )

=
n∑

i=1

f ′xi (x
0)(xi − x0

i ) +
n∑

i=1

αi (xi − x0
i ),
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续续续

Proof.

其中, 当 xi → x0
i 时,

αi = f ′xi (x
0
1 , . . . , x

0
i−1, x

0
i + θi (xi − x0

i ), xi+1, . . . , xn)− f ′xi (x
0
1 , . . . , x

0
n ) → 0,

从而∥∥∥f (x)− [
f (x0) +

n∑
i=1

f ′xi (x
0)(xi − x0

i )
]∥∥∥ =

∥∥∥ n∑
i=1

αi (xi − x0
i )
∥∥∥

⩽
( n∑
i=1

α2
i

) 1
2 ∥x − x0∥ = o(∥x − x0∥),

即 f 在 x0 处可微.
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矩矩矩阵阵阵的的的范范范数数数

如果我们将 m × n 的矩阵视为 Rmn 中的点, 则矩阵也可定义自然的范数.

即, 如果
A = (aij)m×n, 则其范数定义为

∥A∥ =
[ n∑
j=1

m∑
i=1

a2
ij

] 1
2
.

由 Schwarz 不等式可得

∥Av∥ ⩽ ∥A∥ · ∥v∥, ∀ v ∈ Rn.
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复复复合合合求求求导导导的的的链链链式式式法法法则则则

定定定理理理

设 ∆ 为 Rl 中开集, D 为 Rm 中开集, g : ∆ → D 及 f : D → Rn 为映射. 如果 g

在 u0 ∈ ∆ 处可微, f 在 x0 = g(u0) 处可微, 则复合映射 h = f ◦ g : ∆ → Rn 在 u0

处可微, 且
Jh(u0) = Jf (x0) · Jg(u0).

Proof.

因为 g 在 u0 可微, 故

g(u)− g(u0) = Jg(u0) · (u − u0) + Rg (u, u
0), (1)

其中 Rg (u, u
0) = o(∥u − u0∥).
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续续续

Proof.

同理, 因为 f 在 x0 = g(u0) 处可微, 故

f (x)− f (x0) = Jf (x0) · (x − x0) + Rf (x , x
0), (2)

其中 Rf (x , x
0) = o(∥x − x0∥).

由 (1) 式知, 当 u → u0 时, g(u) → g(u0) = x0.以 x = g(u) 代入 (2), 得

f ◦ g(u)− f ◦ g(u0) = Jf (x0)(g(u)− g(u0)) + Rf (g(u), g(u
0))

= Jf (x0) ·
[
Jg(u0) · (u − u0) + Rg (u, u

0)
]
+ Rf (g(u), g(u

0))

= Jf (x0) · Jg(u0) · (u − u0) + Rf ◦g (u, u
0), (3)

其中

Rf ◦g (u, u
0) = Jf (x0) · Rg (u, u

0) + Rf (g(u), g(u
0)).
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Proof.

我们有如下估计:

∥Rf ◦g (u, u
0)∥ ⩽ ∥Jf (x0) · Rg (u, u

0)∥+ ∥Rf (g(u), g(u
0))∥

⩽ ∥Jf (x0)∥ · ∥Rg (u, u
0)∥+ o(∥g(u)− g(u0)∥)

= o(∥u − u0∥) + o(O(∥u − u0∥)) = o(∥u − u0∥).

由 (3) 及微分的定义知 f ◦ g 在 u0 处可微, 且 J(f ◦ g)(u0) = Jf (x0) · Jg(u0).
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链链链式式式法法法则则则

如果将 f , g 分别表示成分量形式:

yi = fi (x1, . . . , xm), i = 1, 2, . . . , n,

xj = gj(u1, . . . , ul), j = 1, 2, . . . ,m,

则 J(f ◦ g)(u0) = Jf (x0) · Jg(u0) 写成矩阵的形式为
∂y1
∂u1

(u0) · · · ∂y1
∂ul

(u0)
...

...
∂yn
∂u1

(u0) · · · ∂yn
∂ul

(u0)


n×l

=


∂y1
∂x1

(u0) · · · ∂y1
∂xm

(u0)
...

...
∂yn
∂x1

(u0) · · · ∂yn
∂xm

(u0)


n×m


∂x1
∂u1

(u0) · · · ∂x1
∂ul

(u0)
...

...
∂xm
∂u1

(u0) · · · ∂xm
∂ul

(u0)


m×l

,
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链链链式式式法法法则则则

即
∂yi
∂uj

(u0) =
m∑
s=1

∂yi
∂xs

(g(u0)) · ∂xs
∂uj

(u0).

这就是所谓的链链链式式式法法法则则则.
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例例例子子子

例例例

设 u = f (x , y) 可微, x = r cos θ, y = r sin θ, 证明(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
=

(∂u
∂r

)2
+

1
r2

(∂u
∂θ

)2
.

Proof.

由链式法则,

∂u

∂r
=

∂u

∂x
· ∂x
∂r

+
∂u

∂y
· ∂y
∂r

=
∂u

∂x
cos θ +

∂u

∂y
sin θ,

∂u

∂θ
=

∂u

∂x
· ∂x
∂θ

+
∂u

∂y
· ∂y
∂θ

=
∂u

∂x
· (−r) sin θ +

∂u

∂y
· r cos θ,
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+
(∂u
∂y

)2
=

(∂u
∂r

)2
+

1
r2

(∂u
∂θ

)2
.

Proof.

由链式法则,

∂u

∂r
=

∂u

∂x
· ∂x
∂r

+
∂u

∂y
· ∂y
∂r

=
∂u

∂x
cos θ +

∂u

∂y
sin θ,

∂u

∂θ
=

∂u

∂x
· ∂x
∂θ

+
∂u

∂y
· ∂y
∂θ

=
∂u

∂x
· (−r) sin θ +

∂u

∂y
· r cos θ,
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续续续

Proof.

则 (∂u
∂r

)2
+

1
r2

(∂u
∂θ

)2
=

(∂u
∂x

cos θ +
∂u

∂y
sin θ

)2
+

1
r2

(
−r

∂u

∂x
sin θ + r

∂u

∂y
cos θ

)2

=
(∂u
∂x

cos θ +
∂u

∂y
sin θ

)2
+
(
−∂u

∂x
sin θ +

∂u

∂y
cos θ

)2

=
(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
.

这说明 ∆u 在极坐标系下的形式为

∆u = urr +
1
r2 uθθ.
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续续续

Proof.

则 (∂u
∂r

)2
+

1
r2

(∂u
∂θ

)2
=

(∂u
∂x

cos θ +
∂u

∂y
sin θ

)2
+

1
r2

(
−r

∂u

∂x
sin θ + r

∂u

∂y
cos θ

)2

=
(∂u
∂x

cos θ +
∂u

∂y
sin θ

)2
+
(
−∂u

∂x
sin θ +

∂u

∂y
cos θ

)2

=
(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
.

这说明 ∆u 在极坐标系下的形式为

∆u = urr +
1
r2 uθθ.
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全全全微微微分分分(形形形式式式微微微分分分)

定定定义义义

设 D ⊂ Rm, f : D → R 为可微的 m 元函数, 由定义, f 在 x 处的微分 df (x) 是一
个线性映射:

df (x) : Rm → R

v 7→
m∑
i=1

∂f
∂xi

· vi .

这里 v = (v1, . . . , vm) ∈ Rm. 称映射 x 7→ df (x) 为 f 的全全全微微微分分分或形形形式式式微微微分分分, 记为
df .
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全全全微微微分分分之之之间间间的的的运运运算算算

由于

d(λf + µg)(x) = λdf (x) + µdg(x), ∀ λ, µ ∈ R,

因此, 全微分之间也可以定义加法和数乘运算, 在这个意义下, 有

df =
m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi (∗)

d(λf + µg) = λdf + µdg ,

d(f · g) = f dg + gdf ,

d
( f
g

)
=

gdf − f dg
g2 (g ̸= 0).
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全全全微微微分分分的的的形形形式式式不不不变变变性性性

如果将 (∗) 写成矩阵形式:

df = Jf · (dx1, . . . ,dxm)T ,

则复合映射的链式法则可写为

d(f ◦ g) = J(f ◦ g) · (du1, . . . ,duℓ)T

= Jf (x) · Jg(u)(du1, . . . ,duℓ)T (x = g(u))

= Jf (g(u)) · (dg1, . . . ,dgm)T .

这个等式称为全全全微微微分分分的的的形形形式式式不不不变变变性性性.
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