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前前前节节节提提提要要要



在前一节我们已经看到, 若 f ∈ C 2[−π, π], f (−π) = f (π), f ′(−π) = f ′(π), 则其
Fourier 系数满足估计 an = o(n−2), bn = o(n−2), 因而 Fourier 展开一致收敛.

本节研究一般情形下 Fourier 级数的收敛性.
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Dirichlet 核核核



Dirichlet 核核核

记

σn(x) =
1
2
+ cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx ,

称为Dirichlet 核核核.

利用等式(积化和差)

sin
1
2
x cos kx =

1
2

[
sin

(
k +

1
2
)
x − sin

(
k − 1

2
x
)]

可以求出 Dirichlet 核的表达式如下:

σn(x) =
sin

(
n + 1

2)x

2 sin 1
2x

, ∀ x ̸= 2kπ.
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Proof.

sin
1
2
xσn(x) =

1
2
sin

1
2
x + sin

1
2
x cos x + sin

1
2
x cos 2x + · · ·+ sin

1
2
x cos nx

=
1
2
sin

1
2
x +

1
2

[
sin(1 +

1
2
)x − sin(1 − 1

2
)x
]
+

1
2

[
sin

5
2
x − sin

3
2
x
]

+
1
2

[
sin

7
2
x − sin

5
2
x
]
+ · · ·+ 1

2

[
sin(n +

1
2
)x − sin(n − 1

2
)x
]

=
1
2
sin

1
2
x +

1
2
sin(n +

1
2
)x − 1

2
sin

1
2
x =

1
2
sin(n +

1
2
)x .

因此, 当 x ̸= 2kπ 时,

σn(x) =
sin

(
n + 1

2)x

2 sin 1
2x

.

显然,
σn(x + 2π) = σn(x).
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Dirichlet 核核核

lim
x→2kπ

σn(x) = lim
x→2kπ

sin
(
n + 1

2)x

2 sin 1
2x

= lim
x→2kπ

(n + 1
2) cos(n + 1

2)x

cos 1
2x

= n +
1
2
,

因此, 当 x = 2kπ 时, 规定 σn(x) = n + 1
2 . 从而 σn 为连续函数.

易见 Dirichlet 核在 [0, π] 上的积分为 π
2 .∫ π

0

sin
(
n + 1

2)x

2 sin 1
2x

dx =

∫ π

0

(1
2
+ cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx

)
dx =

π

2
.
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Dirichlet 核核核的的的用用用处处处



函函函数数数 Fourier 展展展开开开的的的部部部分分分和和和

记 f 的 Fourier 展开的部分和为 Sn(x), 即

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx).

则可用 f 与 Dirichlet 核乘积的积分表示 Sn(x).

Sn(x) =
1
π

∫ π

−π
f (x + u)σn(u)du.
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Proof.

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

=
1
2π

∫ π

−π
f (t)dt +

1
π

n∑
k=1

(∫ π

−π
f (t) cos kt cos kxdt +

∫ π

−π
f (t) sin kt sin kxdt

)

=
1
π

∫ π

−π
f (t)

[1
2
+

n∑
k=1

(cos kt cos kx + sin kt sin kx)
]
dt

=
1
π

∫ π

−π
f (t)

[1
2
+

n∑
k=1

cos k(t − x)
]
dt

u=t−x
=

1
π

∫ π−x

−π−x
f (u + x)

[1
2
+

n∑
k=1

cos ku
]
du

=
1
π

∫ π

−π
f (x + u)σn(u)du.
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上面最后一个等号利用了被积函数的周期性, 即在 [−π − x , π − x ] 上的积分等于在

[−π, π] 上的积分.

注意 σn(x) 是偶函数, 可以进一步得到

Sn(x) =
1
π

∫ π

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du.

Proof.

Sn(x) =
1
π

∫ π

−π
f (x + u)σn(u)du

=
1
π

[∫ 0

−π
f (x + u)σn(u)du +

∫ π

0
f (x + u)σn(u)du

]
其中第一个积分中令 v = −u,∫ 0

−π
f (x + u)σn(u)du =

∫ 0

π
f (x − v)σn(−v)(−1)dv =

∫ π

0
f (x − v)σn(v)dv .
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续续续

Proof.

从而

Sn(x) =
1
π

[∫ 0

−π
f (x + u)σn(u)du +

∫ π

0
f (x + u)σn(u)du

]
=

1
π

[∫ π

0
f (x − u)σn(u)du +

∫ π

0
f (x + u)σn(u)du

]
=

1
π

∫ π

0
(f (x − u) + f (x + u))σn(u)du

=
1
π

∫ π

0

f (x − u) + f (x + u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du.
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续续续

任给 δ > 0, 由 Riemann-Lebesgue 引理,

lim
n→∞

Sn(x) =
1
π

lim
n→∞

∫ δ

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du

+ lim
n→∞

1
π

∫ π

δ

f (x + u) + f (x − u)

2 sin u
2

sin(n +
1
2
)udu

=
1
π

lim
n→∞

∫ δ

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du,

因此, Sn(x) 的收敛性只和 f 在 x 附近的性态有关, 这是 Riemann 的发现, 有时称为
Riemann 局局局部部部化化化原原原理理理.

11



续续续

任给 δ > 0, 由 Riemann-Lebesgue 引理,

lim
n→∞

Sn(x) =
1
π

lim
n→∞

∫ δ

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du

+ lim
n→∞

1
π

∫ π

δ

f (x + u) + f (x − u)

2 sin u
2

sin(n +
1
2
)udu

=
1
π

lim
n→∞

∫ δ

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du,

因此, Sn(x) 的收敛性只和 f 在 x 附近的性态有关, 这是 Riemann 的发现, 有时称为
Riemann 局局局部部部化化化原原原理理理.

11



Dini 判判判别别别法法法

定定定理理理 (Dini 判判判别别别法法法)

设 f 如前, 如果存在 δ > 0, 使得

• f 在 x 处的右极限 f (x + 0) 和左极限 f (x − 0) 存在;

• 积分
∫ δ
0

f (x+u)−f (x+0)
u du,

∫ δ
0

f (x−u)−f (x−0)
u du 绝对收敛;

则 f 的 Fourier 展开在点 x 处收敛于值 f (x+0)+f (x−0)
2 .
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定定定理理理 (Dirichlet)

设 f 是一个周期为 2π 的分段可导函数, 则对任意的 x ∈ [−π, π], f 的 Fourier 展开
在 x 处收敛到 1

2 [f (x + 0) + f (x − 0)].

这里分段可导函数是这样定义的.

定定定义义义

设 f 是定义在 [a, b] 上的函数, 若存在 [a, b] 的分割 a = t0 < t1 < · · · < tm = b, 使
得在每个小区间 [ti−1, ti ](i = 1, 2, . . . ,m)上定义的函数

fi (x) =


f (ti−1 + 0), x = ti−1,

f (x), x ∈ (ti−1, ti ),

f (ti − 0), x = ti ,

都是 [ti−1, ti ] 上的可导函数, 则称 f 是分分分段段段可可可导导导函函函数数数.
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Dirichlet定理的证明.

Proof.

lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f (x + u) + f (x − u)

2
sin(n + 1

2)u

sin u
2

du

= lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f (x + u)− f (x + 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu +

1
2
f (x + 0)

+ lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f (x − u)− f (x − 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu +

1
2
f (x − 0)

=
1
2
[f (x + 0) + f (x − 0)].

倒数第二个等号是利用了Dirichlet核在 [0, π] 上的积分为 π
2 .

1
π

∫ π

0

f (x + 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu =

f (x + 0)
π

∫ π

0

sin(n + 1
2)u

2 sin u
2

du =
f (x + 0)

2
.
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sin(n + 1

2)u

sin u
2

du

= lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f (x + u)− f (x + 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu +

1
2
f (x + 0)

+ lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f (x − u)− f (x − 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu +

1
2
f (x − 0)

=
1
2
[f (x + 0) + f (x − 0)].

倒数第二个等号是利用了Dirichlet核在 [0, π] 上的积分为 π
2 .

1
π

∫ π

0

f (x + 0)
2 sin u

2
sin(n +

1
2
)udu =

f (x + 0)
π

∫ π

0

sin(n + 1
2)u

2 sin u
2

du =
f (x + 0)

2
.
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续续续

最后一个等号用到了 Riemann-Lebesgue 引理.

由于 f 分段可导, 故

f (x + u)− f (x + 0)
2 sin u

2
和

f (x − u)− f (x − 0)
2 sin u

2

关于 u 是分段连续(可积)的, 从而可以应用 Riemann-Lebesgue 引理.

注注注

分段可导的条件只是用来保证 Riemann-Lebesgue 引理可以应用, 从证明过程即可
看出, 如果 f 在 x 附近满足 α (0 < α ⩽ 1) 阶 Hölder 条件, 则定理结论仍然成立.
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Hölder 条条条件件件

定定定义义义

设 f 是定义在 I ⊂ R 上的一个函数, α ∈ (0, 1], x , y ∈ I . 称 f 在 y 点附近(B(y , ε))
满足 α 阶 Hölder 条件, 如果存在依赖于 y 的正数 A(y), 使得

|f (x)− f (y)| ⩽ A(y)|x − y |α

对所有 x ∈ B(y , ε) 都成立. 也称 f 在 y 处 α 阶 Hölder 连续.

定定定义义义

若 f 在子集 E ⊂ I 的每一点都是 α 阶 Hölder 连续, 则称 f 在 E 上是 α 阶 Hölder
连续的.若 A = supy∈E A(y) < ∞, 则称 f 在 E 上一致满足 α 阶 Hölder 条件, 或一
致 α 阶 Hölder 连续.称 A 是 f 在 E 上的 Hölder 系数.
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