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Fourier 级级级数数数



定定定义义义

函数列

1, cos x , sin x , cos 2x , sin 2x , . . . , cos nx , sin nx , . . .

称为三三三角角角函函函数数数系系系. 记为 {φi (x)}∞i=1.

可以证明

命命命题题题 ∫ π

−π
φi (x)φj(x)dx = 0,

此即三角函数系的正交性.
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正正正交交交性性性的的的证证证明明明

Proof. ∫ π

−π
cos nxdx =

(
1
n
sin nx

)∣∣∣∣π
−π

= 0.

∫ π

−π
sin nxdx =

(
−1
n
cos nx

)∣∣∣∣π
−π

= 0.

由积化和差公式,

2 cos nx cosmx = cos(n +m)x + cos(n −m)x ,

故 ∫ π

−π
cos nx cosmxdx =

1
2

∫ π

−π

[
cos(n +m)x + cos(n −m)x

]
dx = 0.
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Proof.

同理,
2 sin nx sinmx = cos(n −m)x − cos(n +m)x ,

故 ∫ π

−π
sin nx sinmxdx =

1
2

∫ π

−π

[
cos(n −m)x − cos(n +m)x

]
dx = 0.

因

2 sin nx cosmx = sin(n +m)x + sin(n −m)x ,

故 ∫ π

−π
sin nx cosmxdx =

1
2

∫ π

−π

[
sin(n +m)x + sin(n −m)x

]
dx = 0.
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Proof.

此外, ∫ π

−π
12dx = 2π,

∫ π

−π
cos2 nxdx =

∫ π

−π

1 + cos 2nx
2

dx = π,

∫ π

−π
sin2 nxdx =

∫ π

−π

1 − cos 2nx
2

dx = π.

6



Proof.

此外, ∫ π

−π
12dx = 2π,

∫ π

−π
cos2 nxdx =

∫ π

−π

1 + cos 2nx
2

dx = π,

∫ π

−π
sin2 nxdx =

∫ π

−π

1 − cos 2nx
2

dx = π.

6



Proof.

此外, ∫ π

−π
12dx = 2π,

∫ π

−π
cos2 nxdx =

∫ π

−π

1 + cos 2nx
2

dx = π,

∫ π

−π
sin2 nxdx =

∫ π

−π

1 − cos 2nx
2

dx = π.

6



定定定义义义

称

a0 +
n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

为三三三角角角多多多项项项式式式,

a0 +
∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

为三三三角角角级级级数数数.
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定定定义义义

设 f (x) 为 [−π, π] 上的 Riemann 可积或广义绝对可积的函数（即有瑕点但瑕积分
绝对收敛的函数）,

令

a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x)dx , ak =

1
π

∫ π

−π
f (x) cos kxdx , bk =

1
π

∫ π

−π
f (x) sin kxdx ,

称 a0, ak , bk 为 f (x) 的 Fourier 系数. 称

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

为函数 f (x) 的 Fourier 级级级数数数或 Fourier 展展展开开开. 记

f (x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)
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如果 f (x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) 一致收敛,

则由逐项积分可得

∫ π

−π
f (x)dx = a0π +

∞∑
k=1

(
ak

∫ π

−π
cos kxdx + bk

∫ π

−π
sin kxdx

)
= a0π.

同理,∫ π

−π
f (x) cos kxdx =

∫ π

−π

a0

2
cos kxdx

+
∞∑

m=1

(
am

∫ π

−π
cos kx cosmxdx + bm

∫ π

−π
cos kx sinmxdx

)
= 0 + ak

∫ π

−π
cos2 kxdx + 0

= akπ,
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类似的,∫ π

−π
f (x) sin kxdx =

∫ π

−π

a0

2
cos kxdx

+
∞∑

m=1

(
am

∫ π

−π
sin kx cosmxdx + bm

∫ π

−π
sin kx sinmxdx

)
= 0 + bk

∫ π

−π
sin2 kxdx + 0

= bkπ.

这就是为什么我们要像前面那样定义 Fourier 系数.
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正正正弦弦弦级级级数数数和和和余余余弦弦弦级级级数数数

对于 2π 周期函数, 定义其 Fourier 系数时可以在长度为 2π 的任意区间上积分.

如果 f 为奇函数, 则 a0 = 0, 且 f (x) cos kx 也是奇函数,从而

ak =
1
π

∫ π

−π
f (x) cos kxdx = 0,

此时的 Fourier 展开
∞∑
k=1

bk sin kx

称为正正正弦弦弦级级级数数数.
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正正正弦弦弦级级级数数数和和和余余余弦弦弦级级级数数数
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Riemann-Lebesgue 定定定理理理

定定定理理理

设 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积或广义绝对可积, 则

lim
λ→∞

∫ b

a
f (x) cosλxdx = lim

λ→∞

∫ b

a
f (x) sinλxdx = 0.

Proof.

任给 ε > 0, Riemann 可积函数 f 可用阶梯函数逼近. 对于广义绝对可积函数, 可以
用可积函数去逼近.

首先我们假设 f ∈ R[a, b], 即 [a, b] 上的 Riemann 可积函数, 则存在阶梯函数 g , 使
得 ∫ b

a
|f (x)− g(x)|dx < ε.
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续续续

Proof.

此时, ∣∣∣∣∫ b

a
f (x) cosλxdx −

∫ b

a
g(x) cosλxdx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a
|f (x)− g(x)|dx < ε. (*)

因此, 只要对阶梯函数证明结论即可,进而只要对 [c , d ] ⊂ [a, b] 上的常值函数证明

即可:

如果 f = µ, 则∣∣∣∣∫ d

c
µ cosλxdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣µ 1
λ
(sinλd − sinλc)

∣∣∣∣ ⩽ 2|µ|
λ

→ 0 (λ → +∞).

对 sinλx 的证明完全类似.
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对 sinλx 的证明完全类似.
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续续续
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续续续

Proof.

若 f 是 [a, b] 上的广义绝对可积函数, 可以重复上面的证明过程, 或利用 Riemann
可积函数的已有结论.

任给 ε > 0, 存在 g ∈ R[a, b] 使得
∫ b
a |f (x)− g(x)|dx < ε.根据 (*),∫ b

a
g(x) cosλxdx − ε <

∫ b

a
f (x) cosλx <

∫ b

a
g(x) cosλx + ε,

由 lim
λ→∞

∫ b
a g(x) cosλx = 0 推出

lim
λ→∞

∫ b

a
f (x) cosλx = 0.
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推推推论论论

推推推论论论

设 f 在 [−π, π] 上 Riemann 可积或广义绝对可积, 则其 Fourier 系数 ak → 0,
bk → 0 (k → +∞).

Proof.

对于 k ⩾ 1,

ak =
1
π

∫ π

−π
f (x) cos kxdx ,

bk =
1
π

∫ π

−π
f (x) sin kxdx ,

应用 Riemann-Lebesgue 定理, 知 lim
k→∞

ak = 0.同理, lim
k→∞

bk = 0.
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Fourier 系系系数数数的的的估估估计计计

如果 f 有更好的光滑性, 则其系数有更好的估计.

例如, 设 f ∈ C 1([−π, π]), 且 f (−π) = f (π), 则

bn =
1
π

∫ π

−π
f (x) sin nxdx

=
1
π

∫ π

−π
f (x)d(

−1
n

cos nx)

=
1
π

[
f (x)

−1
n

cos nx
∣∣∣π
−π

+
1
n

∫ π

−π
f ′(x) cos nxdx

]
=

1
n

1
π

∫ π

−π
f ′(x) cos nxdx = o(

1
n
), (Riemann-Lebesgue)

最后一个等号应用了 Riemann-Lebesgue 定理, 注意 f ′(x) 连续.

同理可证 an = o( 1
n ).
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Blocks

对于 n ⩾ 1,

an =
1
π

∫ π

−π
f (x) cos nxdx

=
1
π

∫ π

−π
f (x)d(

1
n
sin nx)

=
1
π

[
f (x)

1
n
sin nx

∣∣∣π
−π

− 1
n

∫ π

−π
f ′(x) sin nxdx

]
= −1

n

1
π

∫ π

−π
f ′(x) sin nxdx = o(

1
n
), (Riemann-Lebesgue)

一般地, 设 f ∈ C k([−π, π]), 且 f (i)(−π) = f (i)(π) (0 ⩽ i ⩽ k − 1), 则

an = o(
1
nk

), bn = o(
1
nk

).

见问题3263.
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习习习题题题

习习习题题题

证明, 三角多项式的 Fourier 展开就是它自己.

见问题3264.
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Backup slides

Sometimes, it is useful to add slides at the end of your presentation to refer to during
audience questions.

The best way to do this is to include the appendixnumberbeamer package in your
preamble and call \appendix before your backup slides.

The theme will automatically turn off slide numbering and progress bars for slides in the
appendix.
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