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此幻灯片的教学内容面向非数学专业的理工科本科生.

内容基于下面的教材:

蒋国强、蔡蕃、张兴龙、汤进龙、孟国明、俞皓等编《高等数学》.

部分内容参考自以下参考文献.

[1] 梅加强编著《数学分析》, 高等教育出版社.
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函函函数数数



数数数集集集

常见的数集有:

• 自然数集 N
• 整数集 Z
• 有理数集 Q
• 实数集 R
• 复数集 C

这里 N = {0, 1, 2, 3, . . .}.

设 A 是一个数集,
A∗ := {x ∈ A | x ̸= 0}
A+ := {x ∈ A | x > 0}

熟悉常见的记号: N∗, N+, Z+, R∗, R+ 等等.

我们主要考虑实数集及其子集.有时也用 A+ 表示 A+.
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区区区间间间

定定定义义义

开区间: (a, b) := {x ∈ R | a < x < b}

闭区间: [a, b] := {x ∈ R | a ⩽ x ⩽ b}
左开右闭区间: (a, b] := {x ∈ R | a < x ⩽ b}
左闭右开区间: [a, b) := {x ∈ R | a ⩽ x < b}

以上为有有有限限限区区区间间间, 下面的区间称为无无无限限限区区区间间间.

定定定义义义

(a,+∞) := {x ∈ R | a < x < +∞}
[a,+∞) := {x ∈ R | a ⩽ x < +∞}
(−∞, b) := {x ∈ R | −∞ < x < b}
(−∞, b] := {x ∈ R | −∞ < x ⩽ b}
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一一一些些些记记记号号号

• −∞ : 表示负无穷远或负无穷大;

• +∞ : 表示正无穷远或正无穷大;

• ∀ : 表示“任意”, 字面意思: “对所有”;

• ∃ : 表示“存在”;

• s.t. : 表示“使得”, 是 such that 的缩写;

• lhs 或 LHS : 表示“左边”, 是 left hand side 的缩写;

• rhs 或 RHS : 表示“右边”, 是 right hand side 的缩写;

注意 ±∞ 不属于集合 R,也不属于复数集 C.

在不引起混淆的情况下, 有时 +∞ 简记为 ∞.例如 (−∞,∞) 即表示 R.
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邻邻邻域域域

定定定义义义

设 a, δ ∈ R, 且 δ > 0,

记

U(a, δ) := (a− δ, a+ δ) = {x ∈ R | a− δ < x < a+ δ}

称之为点点点 a 的的的 δ-邻邻邻域域域.

将 U(a, δ) 去掉中心点 a,得到的集合记为 Ů(a, δ),即

Ů(a, δ) := (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)

称之为点点点 a 的的的空空空心心心 δ-邻邻邻域域域. (有时也称空空空心心心邻邻邻域域域为去去去心心心邻邻邻域域域.)

(a− δ, a) 称为 a 的左 δ-邻域;
(a, a+ δ) 称为 a 的右 δ-邻域.
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将 U(a, δ) 去掉中心点 a,得到的集合记为 Ů(a, δ),即

Ů(a, δ) := (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)

称之为点点点 a 的的的空空空心心心 δ-邻邻邻域域域. (有时也称空空空心心心邻邻邻域域域为去去去心心心邻邻邻域域域.)

(a− δ, a) 称为 a 的左 δ-邻域;
(a, a+ δ) 称为 a 的右 δ-邻域.
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函函函数数数

定定定义义义

设 X , Y 是两个集合,

若存在一个对应 f ,使得对每个 x ∈ X ,都有一个元素 y ∈ Y 与

之对应.允许 X 中不同的两个元素对应到 Y 中同一个元素;但不允许 X 中一个元

素对应到 Y 中两个或两个以上的元素.

这样的对应 f 称为集合 X 到 Y 的一个映映映射射射,记作 f : X → Y .

若 x ∈ X 在映射 f 下对应到 y ,则称 y 是 x 在 f 下的像像像,记作 y = f (x);而 x 被称

为 y 的原原原像像像.

当 Y 是数集时, 称映射 f : X → Y 是一个函函函数数数.
本课程主要考虑 X ,Y ⊂ R 时的情形. 这种函数称为一元实值函数.
二元实值函数指的是 f : X × Y → R.

7
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单单单射射射和和和满满满射射射

定定定义义义

设 f : X → Y 是一个映射,

若 ∀x1, x2 ∈ X ,

f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2,

则称 f 是 X 到 Y 的一个单单单射射射.
若 ∀y ∈ Y ,∃x ∈ X ,使得 y = f (x),则称 f 是一个满满满射射射.
既单且满的映射又称为一一一一一一映映映射射射.
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函函函数数数的的的定定定义义义域域域和和和值值值域域域

定定定义义义

对于映射 f : X → Y ,

X 称为 f 的定定定义义义域域域, 也记为 Df ;f (X ) 称为 f 的值值值域域域.
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一一一些些些特特特殊殊殊的的的函函函数数数



Dirichlet 函函函数数数

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

10



Dirichlet 简简简介介介

Figure 1: Dirichlet Figure 2: 狄里克雷

狄里克雷(Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, 1805–1859), 德国数学家, 对数论、数学分
析和数学物理有突出贡献, 是解析数论的创始人之一.
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Dirichlet

Dirichlet 1805年2月13日出生于法兰西第一帝国(1804–1815年)的迪伦(Düren), 现在属
于德国. 1859年5月5日在汉诺威王国的哥廷根去世.

注: 汉诺威王国(Königreich Hannover)是1814年10月因维也纳会议而建立的王国,
在1815年6月和其他38个主权国家加入德意志邦联. 汉诺威王国于1866年被普鲁士王
国征服. 自1871年1月, 汉诺威成为统一的德意志帝国的一个省, 即汉诺威省.

Dirichlet 的全名是 Lejeune Dirichlet(勒热讷·狄利克雷), 因此看上去是个法国人名. Le
jeune 是年轻人的意思.

勒热讷·狄利克雷最为人熟知的是他证明了在任何首项与公差互质的等差数列中存在
无穷多个素数.

定定定理理理 (Dirichlet)

设 a 和 m 是两个互素的正整数, 则存在无穷多个素数 p, 使得 p ≡ a (mod m).

详见 Dirichlet定理

12

http://atzjg.net/content/file/Dirichlet_Theorem_cn.pdf
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特特特征征征函函函数数数

设 A 为集合 X 的子集, 定义函数 χA : X → R 为

χA(x) =

1, x ∈ A,

0, x ∈ X − A.

这个函数称为 A 的特特特征征征函函函数数数.容易看出, A ̸= B 当且仅当 χA ̸= χB .
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符符符号号号函函函数数数

y = sgn(x) :=


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.
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取取取整整整函函函数数数

[x ] 表示不超过 x 的最大整数,

称函数 f (x) = [x ] 为取取取整整整函函函数数数.

f : R → R
x 7→ [x ]
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多多多值值值函函函数数数

定定定义义义

若对每个 x ∈ X ,

可以对应到 R 中一个或多个元素,则称 f : X → R 是一个多多多值值值函函函
数数数.

例例例

对于平面 R2 中的点 z = (x , y),若 z ̸= O = (0, 0),则可以定义其幅幅幅角角角 θ = Arg(z)
为 Ox 轴正向按逆时针旋转到向量

−→
Oz 的角度.当 z = O 时, Arg(z) 取任意值.

显然 θ 不唯一.即 Arg : R2 → R 是一个多值函数.
定义 arg(z) 为 z 的幅角中位于区间 [0, 2π) 中的值,称之为 z 的主主主幅幅幅角角角.
arg : R2 → R 是一个函数.
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逆逆逆映映映射射射

设 f : X → Y 是一个一一映射,

则对每个 y ∈ Y ,存在唯一的 x ∈ X 与之对应,即可以
定义映射 g : Y → X , y 7→ x .g 显然也是一一映射.称之为 f 的逆逆逆映映映射射射,记作 g = f −1.

当 f 是既单且满的函数时,所定义的逆映射 f −1 也称为反反反函函函数数数.

例例例

对数函数 y = ln x 是指数函数 y = exp(x) = ex 的反函数.
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隐隐隐函函函数数数

定定定义义义

如果一个函数可以用未知量的表达式明确表示出来,

比如 y = x3 + ln(x − 2),则称之
为显显显函函函数数数;否则称之为隐隐隐函函函数数数.

隐函数一般由方程 F (x , y) = 0 确定.例如由方程 x + y = 2 确定的函数 y = y(x),以
及由方程 ey + sin(x − y) = 0 确定的函数 y = y(x).
像 x + y = 2 可以改写为 y = 2 − x 这样的显函数;而 ey + sin(x − y) = 0 之类的函
数一般难以明确写出 y 关于 x 的表达式.
注: “隐函数一般由方程 F (x , y) = 0 确定”这句话不是非常严谨, 一般需要添加条
件.例如 x2 + y2 = 1 在 y ⩾ 0 时确定了 y 是 x 的函数 y =

√
1 − x2; 在 x ⩾ 0 时确

定了 x 是 y 的函数 x =
√

1 − y2.通常我们可以直接说 ey + sin(x − y) = 0 这样的方
程确定了 y 是 x 的函数, 这是由隐隐隐函函函数数数存存存在在在定定定理理理所保证的. 隐函数存在定理是一个
十分重要的定理, 我们现在只能先承认, 不作证明.
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像 x + y = 2 可以改写为 y = 2 − x 这样的显函数;而 ey + sin(x − y) = 0 之类的函
数一般难以明确写出 y 关于 x 的表达式.
注: “隐函数一般由方程 F (x , y) = 0 确定”这句话不是非常严谨, 一般需要添加条
件.例如 x2 + y2 = 1 在 y ⩾ 0 时确定了 y 是 x 的函数 y =

√
1 − x2; 在 x ⩾ 0 时确

定了 x 是 y 的函数 x =
√

1 − y2.

通常我们可以直接说 ey + sin(x − y) = 0 这样的方
程确定了 y 是 x 的函数, 这是由隐隐隐函函函数数数存存存在在在定定定理理理所保证的. 隐函数存在定理是一个
十分重要的定理, 我们现在只能先承认, 不作证明.
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函函函数数数的的的有有有界界界性性性

定定定义义义

考虑函数 f : D → R,

D ⊂ R.设 X ⊂ D.
(1) 若存在正数 M > 0,使得 |f (x)| ⩽ M,对所有 x ∈ X 都成立,则称函函函数数数 f 在在在 X 上上上

有有有界界界;否则称函函函数数数 f 在在在 X 上上上无无无界界界;
(2) 若存在数 A,使得 f (x) ⩽ A, ∀x ∈ X ,则称函函函数数数 f 在在在 X 上上上有有有上上上界界界 A.称 A 是函数

f 在 X 上的一个上上上界界界;
(3) 若存在数 B,使得 f (x) ⩾ B, ∀x ∈ X ,则称函函函数数数 f 在在在 X 上上上有有有下下下界界界 B.称 B 是函

数 f 在 X 上的一个下下下界界界.

定义域内有界的函数称为有有有界界界函函函数数数.
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函函函数数数的的的单单单调调调性性性

考虑函数 f : D → R,

设区间 I ⊂ D.
(1) 任取x1, x2 ∈ I ,若 x1 < x2 推出 f (x1) ⩽ f (x2),则称 f 在在在 I 上上上单单单调调调递递递增增增; I 称为单单单
调调调递递递增增增区区区间间间.
(2) 任取x1, x2 ∈ I ,若 x1 < x2 推出 f (x1) ⩾ f (x2),则称 f 在在在 I 上上上单单单调调调递递递减减减; I 称为单单单
调调调递递递减减减区区区间间间.
若上面的 ⩽ 改为 <(相应的 ⩾ 改为 >),则称 f 严严严格格格单调递增(严严严格格格单调递减).
若函数 f (x) 在定义域内(严格)单调递增或(严格)单调递减,则称 f (x) 是(严格)单调
递增函数或(严格)单调递减函数.
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函函函数数数的的的奇奇奇偶偶偶性性性

定定定义义义

设函数 f (x) 的定义域 D 关于原点对称

(即若 x ∈ D, 则 −x ∈ D),注意 D 不一定包

含原点.
(1) 若 f (−x) = −f (x), ∀x ∈ D,则称 f 是 D 上的奇奇奇函函函数数数.
(2) 若 f (−x) = f (x), ∀x ∈ D,则称 f 是 D 上的偶偶偶函函函数数数.
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函函函数数数的的的奇奇奇偶偶偶性性性

性性性质质质

任何定义域关于原点对称的函数都可以表为一个奇函数和一个偶函数之和.

Proof.

设 f (x) 是 D 上的一个函数,D 关于原点对称.

f (x) =
f (x)− f (−x)

2
+

f (x) + f (−x)

2
,

容易验证 g(x) := f (x)−f (−x)
2 是 D 上的奇函数;h(x) := f (x)+f (−x)

2 是 D 上的偶函

数.

习题. 证明这样的分解是唯一的.
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函函函数数数的的的周周周期期期性性性

定定定义义义

设函数 f (x) 的定义域为 D,

若存在正数 T ,使得对任意 x ∈ D, x + T ∈ D,恒有

f (x + T ) = f (x)

则称 f (x) 是周周周期期期函函函数数数,T 是 f 的一个周周周期期期.

通常, 周期函数的周期是指最最最小小小正正正周周周期期期.但并不是所有周期函数都有最小正周期.

例如: y ≡ C , C 是某个常数. 不存在最小正周期.

Dirichlet 函数也是周期函数.若 T ∈ Q,则 x + T 和 x 同为有理数或同为无理数,从而
D(x + T ) = D(x), ∀x ∈ R.因此, 任意有理数都是 D(x) 的周期,故不存在最小正周期.
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例例例

研究函数 f (x) = [2x ]− 2[x ] 的周期性.

Proof.

对任意实数 x , [x ] ⩽ x < [x ] + 1, 故 2[x ] ⩽ 2x < 2[x ] + 2.因此

0 ⩽ [2x ]− 2[x ] < 2,

即 f (x) 只取值 0 或 1.

设 n ∈ Z. 当 x ∈ [n, n + 1
2) 时, 2n ⩽ 2x < 2n + 1. 此时 [2x ] = 2n, [x ] = n, 故

f (x) = [2x ]− 2[x ] = 0;

当 x ∈ [n + 1
2 , n + 1) 时, 2n + 1 ⩽ 2x < 2n + 2. 此时 [2x ] = 2n + 1, [x ] = n, 故

f (x) = [2x ]− 2[x ] = 1.

因此, f (x) 是周期函数, 最小正周期为 1.
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初初初等等等函函函数数数

定定定义义义

下列五类函数统称为基基基本本本初初初等等等函函函数数数.

• (1) 常值函数 f (x) = C 和幂函数 y = xµ, µ ∈ R;

• (2) 指数函数: y = ax , (a > 0 且 a ̸= 1);

• (3) 对数函数: y = loga x , (a > 0 且 a ̸= 1);

• (4) 三角函数: sin x , cos x , tan x , cot x , sec x , csc x ;

• (5) 反三角函数: arcsin x , arccos x , arctan x , arccot x .

当 a = e (e ≈ 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999) 时,loga x
简记为 ln x ,称为自自自然然然对对对数数数函函函数数数.
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复复复合合合函函函数数数

设函数 y = f (u) 和 u = g(x) 满足

Df ∩ Rg ̸= ∅,

则对于使得 g(x) ∈ Df 的 x ,可定义 y = h(x) = f (g(x)).这样得到的函数 h 称为由 f

和 g 复合而成的函数(复复复合合合函函函数数数).记作 h = f ◦ g .
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初初初等等等函函函数数数

定定定义义义

由基基基本本本初初初等等等函函函数数数经过有有有限限限次次次四则运算和有有有限限限次次次复合运算所生成的函数称为初初初等等等函函函

数数数.

初等函数的定义域是指使其有定义的最大集合.

Question: 由常数和基本初等函数经过无限次四则运算后的函数是怎样的?
例例例

设 fi (x) =
x
2i ,令

g(x) =
∞∑
i=1

fi (x) =
x

21 +
x

22 +
x

23 + · · ·
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双双双曲曲曲函函函数数数

双曲正弦:

sinh x :=
ex − e−x

2

双曲余弦:

cosh x :=
ex + e−x

2
显然, 它们的定义域都是 R;并且 sinh x 是奇函数,cosh x 是偶函数. 容易验证,

1 + sinh2 x = cosh2 x

注注注

sinh x 和 cosh x 有时可分别简写为 sh(x) 和 ch(x).
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双双双曲曲曲函函函数数数的的的图图图像像像

x

f (x)

f (x) = sinh x

g(x) = cosh x

29



双双双曲曲曲正正正切切切

双曲正切:

tanh x :=
sinh x

cos h
=

ex − e−x

ex + e−x
.

x

f (x)

f (x) = tanh x

30



双双双曲曲曲正正正切切切
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双双双曲曲曲函函函数数数的的的性性性质质质

sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

sinh(x − y) = sinh(x) cosh(y)− cosh(x) sinh(y)

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

cosh(x − y) = cosh(x) cosh(y)− sinh(x) sinh(y)

注注注

我们只需证明第一式和第三式.第二式只需注意到 sinh(x − y) = sinh(x + (−y)), 并
利用第一式即可.
(详见http://atzjg.net上的问题3207.)
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双双双曲曲曲函函函数数数性性性质质质的的的证证证明明明

Proof.

sinh(x) cosh(y) =
ex − e−x

2
· e

y + e−y

2

=
1
4

[
ex+y + ex−y − e−x+y − e−x−y

]

cosh(x) sinh(y) =
ex + e−x

2
· e

y − e−y

2

=
1
4

[
ex+y − ex−y + e−x+y − e−x−y

]
因此,

sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) =
1
2

[
ex+y − e−x−y

]
.
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回回回顾顾顾一一一下下下三三三角角角函函函数数数的的的和和和差差差化化化积积积与与与积积积化化化和和和差差差公公公式式式

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2

注注注

这些基本公式在后续的计算中会经常用到. 具体证明参见 atzjg.net 问题 2023
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反反反双双双曲曲曲函函函数数数

反双曲正弦:
y = arcsinh x = ln(x +

√
x2 + 1)

反双曲余弦:
y = arccosh x = ln(x +

√
x2 − 1)

反双曲正切:

y = arctanh x = ln

√
1 + x

1 − x

34
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反反反双双双曲曲曲余余余弦弦弦函函函数数数的的的推推推导导导

我们以反双曲余弦为例, 证明如下:

Proof.

y = arccoshx ⇒ x = cosh y =
ey + e−y

2

这推出

(ey )2 − 2xey + 1 = 0.

从而

ey =
2x ±

√
(2x)2 − 4
2

= x ±
√
x2 − 1.

注意 x = cosh y ⩾ 1,故 x ±
√
x2 − 1 > 0.
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反反反双双双曲曲曲余余余弦弦弦函函函数数数的的的推推推导导导

Proof.

当 y ∈ (−∞, 0] 时, ey ⩽ 1,

从而

ey = x −
√

x2 − 1 ⇒ y = ln(x −
√
x2 − 1).

当 y ∈ [0,+∞) 时, ey ⩾ 1,从而

ey = x +
√

x2 − 1 ⇒ y = ln(x +
√
x2 − 1).

其余两个的证明参见 atzjg.net 问题3208.
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反反反双双双曲曲曲正正正弦弦弦的的的图图图像像像

Figure 3: 反双曲正弦
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反反反双双双曲曲曲余余余弦弦弦的的的图图图像像像

Figure 4: 反双曲余弦
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反反反双双双曲曲曲正正正切切切的的的图图图像像像

Figure 5: 反双曲正切
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arcsinh (x)

x

f (x)

f (x) = arcsinh x
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习习习题题题

习习习题题题

用数学归纳法证明 Bernoulli 不等式

(1 + x)n ⩾ 1 + nx , (x ⩾ −1).



欢欢欢迎迎迎访访访问问问 atzjg.net
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